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C. de Vd., Febrero 20 de 1897. 

Sr. Lie. D. Vidal de Castañeda y Nájera, Director de la Escue- 
la Nacional Preparatoria. — Presente. — Señor Director: Al tenor 
el honor de consultar con Vd. acerca de la elección de textos pant 
la clase de Geometría Analítica y Cálculo Infinitesihial, conyÍB# 
Yd. conmigo en que más bien que extractar obras arregladas par» 
cursos anuales, sería preferible escribirlas ad hoc para los cutm^ 
semestrales que se siguen en la Escuela Preparatoria, siempre qpu^ 
dichas obras contuvieran lo esencial de la materia que tratasen,^ jr 
ésta se expusiera con método, claridad y precisión. 

En tal virtud, Sr. Director, he emprendido el trabajo de arre- 
glar para cursos semestrales unas nociones de las materias indica- 
das, que en estos días verán la luz pública, tomándome la libertad 
de ofrecer á Yd. la dedicatoria de mis dos libros, que espero se dig- 
nará aceptar. 

Su muy adicto servidor y amigo.— -FVancwco Echeagaray^ 



C. de Yd., Febrero 23 de 1897. 

Sr. Don Francisco Echeagaray. — Presente. — Muy estimáili^ 
amigo: Mucho agradezco la dedicatoria que ha hecho para mí en boif 
obras de Tercer Curso de Matemáticas, según lo maniñesta tw 
su atenta fecha 20 del presente. 

Deseo que con dichas obras se consiga el propósito que Yd. 
ha formado y lo felicito por su trabajo. 

Con el afecto de siempre me repito su amigo y atento S. S. 
F. de Castañeda y Nájera. 
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En el Álgebra y Geometría elementales, se razona con 
cantidades finitas y determinadas; en el Análisis infinite- 
simal, al contrario, se abandonan los elementos verdade- 
ros para considerar cantidades auxiliares, de una peque- 
ñez indefinida, y cuyas dimensiones no se limitan, lo cual 
deja una impresión vaga é incierta. No solamente esas 
cantidades quedan indecisas, sino que las relaciones que 
entre ellas se establecen, no parecen perfectamente rigoro- 
sas, porque fiíe opera como si dichas relaciones pudieran 
ser reemplazadas por otras que difieren realmente. 

Hay que distinguir el método infinitesimal del cálcu- 
lo infinitesimal, y no atribuir ál segundo lo que es inhe- 
rente al primero. 

El cálculo infinitesimal es rigorosamente algebraico: 
tiene por objeto calcular los límites de las relaciones y 
los límites de las sumas; es decir, encontrar los valores 
fijos hacia los cuales convergen las relaciones 6 las sumas 
de cantidades variables, á medida que decrecen indefini- 
damente según cierta ley. La investigación de las funcio- 
nes derivadas y las integrales es una continuación del 
Álgebra común. 
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El método infinitesimal es el arte de aplicar el cálca- 
lo á la solución de los problemas que no pueden resolver- 
le 6 determinarse directamente, y en los cuales se consi- 
JleTBU las cantidades como limites de relaciones ó de su- 
enas de otras cantidades infinitamente pequeñas, de na- 
turaleza más simple y cuyos límites se pueden obtener 
por procedimientos generales de diferenciación y de inte- 
^jgración. 

El método infinitesimal es el complemento del de Des- 
cartes, natural, científico por excelencia, y no solo la Ma- 
iiemática aún en sus partes elementales lo emplea, sino 
iambién la Física, la Química y la Mecánica. Si el valor 
^dlentifico del método infinitesimal es incuestionable, su 
TOlor lógico es de grandísima importancia; cultiva admi- 
faú^lemente la inducción, constantemente se tiene necesi- 
<Lad de liacer grandes generalizaciones mediante el empleo 
^ñ dicho método. 

Adoptamos el método de los límites de Newton, pe- 
TO nos servimos también del método de los infinitamente 
pequeños de Leibnitz. Este último sabio establece las re- 
alas del cálculo de los infinitamente pequeños sobre este 
primcipio, que se puede tomar una por otra dos magnitu- 
^ies finitas, que no difieren jintre sí más que en una can- 
üdad infinitamente pequeña. El autor de las leyes de la 
^Avedad, funda su método de los límites, que simplifica 
4b1 de exhaustación de los antiguos, en el siguiente princi- 
pio: Si existe una relación entre magnitudes variables que 
^convergen simultáneamente hacia límites fijos, ésta rela- 
éñón deberá subsistir para estos límites. 

La geometría elemental demuestra propiedades que 
^convienen á las magnitudes comensurables y las hace en 
«guida extensivas á las magnitudes inconmensurables, 6 



bien para la medida de las figuras terminadas por líneas 
6 superficies curvas, se sirve de la medida de las figuras 
t^^minadas por lineas ó superficies planas, mediante el 
empleo del método infinitesimal ú otro equivalente. 

Los razonamientos que se emplean para vencer las 
dificultades que presentan estas cuestiones, á saber el "par 
so de lo finito á lo infinito, encierran las mismas ideas 
fundamentales. 

La concepción newtoniana, salvo la forma, es la leib- 
niciana, porque afirmar que una curva puede consi- 
derarse como límite de un polígono inscrito 6 circunscri- 
to á ella, equivale á decir que un polígono de un número 
infinito de lados, infinitamente pequeños produce una 
curva. Lo que se dice en el terreno puramente geométri- 
co ó concreto, puede asegurarse en el terreno abstracto, y 
tanto más, cuanto que toda función puede representarse 
por una curva. 

Las consideraciones anteriores se comprenderán bien 
al entrar ya en el estudio de la materia, no perdiendo de 
vista lo que corresponde al método y lo que corresponde 
al cálculo. Ya se verá la manera sistemática como se in- 
troducen las cantidades auxiliares propias del cálculo in- 
finitesimal con el fin de facilitar el establecimiento de las 
ecuaciones entre los diversos elementos de una cuestión, 
proporcionando en seguida medios para eliminar las 
auxiliares, á fin de obtener la solución algebraica, que di- 
rectamente ó por los medios comunes del Álgebra, se hu- 
biera dificultado mucho, ó no se hubiera alcanzado. 

Los textos de cálculo infinitesimal están arreglados 
para cursos anuales, y se necesita un texto que sin care- 
cer de lo esencial, esté arreglado para cursos semestrales, 
conforme á lo dispuesto por la nueva ley de instrucción, 
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y el presente trabajo llena, en nuestro concepto, la necesi- 
dad indicada. 

Novedad en un tratado elemental, en anas nociones, 
no se puede pedir, sino es la de que á pesar de ser breve y 
suscinto, conserve en toda su plenitud el rigor científico 
y la claridad que en punto á demostraciones, conviene á 
las ciencias exactas. Encadenar y establecer con rigor 
científico los teoremas que forman las presentes nocio- 
nes, trabajo fué del eminente matemático J. B. Belanger, 
de cuya excelente obra están tomados en su mayor parte 
estos apuntes. Respecto de la parte modificada hemos 
procurado seguür igual orden en las proposiciones y el 
mismo rigor científico en las demostraciones, y teniendo 
en cuenta el fin principal de la Geometría, hemos dado las 
auxiliares de un arco de curva plana, de una área plana, 
de una superficie y de un volumen de revolución, haciendo 
aplicaciones útiles y proponiendo cuestiones que sirvan 
de estímulo y utilidad á los alumnos. 



CAPITULO I. 



L § Determinación de la tangente según la ecuación 

de la curya. 

1. Tomemos desde luego un ejemplo y busquemos la 
tangente á la curva, cuya ecuación es 

X» 

y=— 

as 

El punto M de contacto (Fig. 1) dado sobre la curva 
teniendo por coordenadas O P=X, P M=y, sea x+Ax, 
y+A y, las coordenadas del punto M', inmediato á M, 
también sobre la curva, de suerte que A x y a y sean los 
aumentos PP', Q M', que toman simultáneamente las 
coordenadas x e' y cuando se pasa del punto M al pun- 
to M' 




P' 



La relación 



Flffnra i. 



M'Q M'Q A Y 



MQ~PP'~aX 
dará la inclinación de la secante MM' sobre el eje de las 



.-'•■^ 
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X si las cordenadas son rectangulares. Se deduce de la 
ecuación de la curva, á la cual deben satisfacer las coor 
denadas x+A x, y+A y, del punto M', 

y+A y=íí±A£''r-l-(3e+3x»Ax+3xAx«+Ax») 

a* a* 

restando y =-5^x' y dividiendo por a x, se tiene 

=-^= inclinación de la secante sobre el eie de las x 

Ax ^ 
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3x' 3xA x Ax' 
"~ a» ■*" a« "^V 

Esta inclinación (ó tangente trigonométrica del ángu- 
lo M' M Q) depende como debe ser, de la abscisa x del 
punto M y del incremento Ax. A medida que A x dismi- 

3 x' 

nuya el primer miembro tiende á aproximarse á — j- que 

es por consecuencia su límite. Lo que se comprende asig- 

nando áAx valores decrecientes tales como -—--? -—-- .... 

100 1000 

Pero este límite siendo el de inclinación de la secante, es 

el de inclinación de la tangente sobre el eje de las x: (*) 

luego 

A Y 
lini = inclinación de la tangente sobre el eje de 

las X. 

Este ejemplo da una idea del método que se tiene que 
seguir en general para determinar la tangente á una cur- 
va, conociendo la ecuación de esta curva. 

2. La notación lim =-^ se reemplaza por --lí , ex- 

A X d X 

presión que puede considerarse bajo tres aspectos dife- 
rentes. 

{*) Se considera la tangente como una secante que pasa por dos puntos 
infinitamente próximos de una curva, ó como el límite de las posiciones de 
una secante que gira al rededor de un punto fijo, quedando variable el otro 
hasta que se confunda con el primero. El segundo modo de considerar la 
tangente es más general que el primero y establece una íntima relación entre 
las figuras rectilíneas y las curvilíneas, pudiéndose averiguar la forma de 
una curva por la investigación de la ley de las direcciones de los lados del 
contorno poligonal. 
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I"" —^ pnede considerarse como una simple notación 

equivalente á lim ^-í, que significa límite de relación de 

Ax 

los aumentos simultáneos áexj dey á medida que estos 
aumentos se aproximan á cero. Bajo este punto de vista 

dyjdxno son dos cantidades :-.r-^ es una sola; ^r-^es su 

d X d y 

inversa, es decir lim ^^. 

A y 

2"* Se pueden considerar dx j dy como aumentos, 
que es necesario dar áxjÁy para pasar del punto M de 
la curva á otro punto N de la tangente en M. En este ca- 
so^ dy j dx son dos cantidades ligadas la una á la otra 
por una relación determinada, pero son arbitrarias. Se 
puede entonces escribir indiferentemente 



d X a * , a' 

Bajo este segundo punto de vista se puede hacer 
A x^=d Xj y las tres cantidades dx, Ay.dy^ serán los 
incrementos simultáneos de la abscisa, de la ordenada de 
la curva y de la ordenada de la tangente. Así por ejem- 
plo se tendrá (Fig. 1) al mismo tiempo. 

PF=dx, M'Q=-Ay, NQ=dy. 

Las dos relaciones =-^ , —X siendo la secunda el 

dx d X ° 

límite de la primera, tienen una diferencia que decrece, 

tanto cuanto se quiera, á medida que d x disminuye así 

se puede poner 

A y _dy 
d X "" d X "^ "' 

€í cantidad dependielite de d x, pudiendo quedar tan pe- 
queña cuanto se quiera á medida que d x disminuya. Re- 
sulta que á medida que las cantidades A y, dy^ decrecen 
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por causa de la diminución de d Xy la relación de A ^ & 
d y y Be aproxima tanto cuanto se quiera á la unidad, por- 
que la ecuación anterior dá 



dy dy 

El tercer modo de considerar dy j dx.es una con- 
secuencia de las observaciones precedentes. Se pueden 
asignar kdxym grado tal de pequenez, que d y pudiese, 
sin temor de error en las aplicaciones ó en las consecuen- 
cias que se obtengan, tomarse por Ayo recíprocamente. 
A éste, y á un grado inferior de pequenez, loe^ incremen- 
tos dxy dyse llaman infinitamente pequeños, jdy pue- 
de entonces considerarse indiferentemente, y según la ne- 
cesidad de la cuestión de que se trate, como el aumento 
de la ordenada de la curva ó de la ordenada de la tangen- 
te. Consideradas bajo este punto de vista, los aumentos 
simultáneos dxjdyse llaman diferenciales de las va- 
riables xéy. 

3. Cuando dos cantidades variables están ligadas de 
tal manera, que dándose el valor de una de ellas, se pueda 
determinar el valor correspondiente de la otra, se dice 
que cada una de las variables es función de la otra. 

Si y se expresa inmediatamente, como en las ecua- 
ciones siguientes: 

y=a X, y=— , y =x*, y=A,^y=a log x,y=a8en x, 

se dice que y es una función explícita de x, y se emplean 
las notaciones y=f (x), y=F (x). 

Si se dá solamente una relación entre y, y x^ por ejem- 
plo una ecuación que se verifique por las dos variables; 
la función se llama implícita, cuando no se expresa inme- 
diatamente por la otra variable. 

Ejemplo: ^_+^_i=o. 
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Una relación de este género se escribe así en general: 

f [x, y]=o, F [x, y]=o. 

En los anteriores ejemplos, x es función implícita de 
y. Una función implícita se qpnvierte en explícita, resol- 
viendo la ecuación. Por ejemplo, se obtiene de las ecua- 
ciones precedentes 

• 

X =Z, x=±,x =y -: X =/'>gf , x=10 1 
a y log A 



i=arc rsen=-^l, y= ± — I 

a aN 



x= ¿. Ji. ¡b»— y» . 



4. Toda función puede representarse por una curva, 
lo que hace presentir la gran utilidad de la investigación 
de las tangentes á las curvas como medio de reconocer la 
variación de una función en la proximidad de uno de sus 
valores particulares. En general siendo y una función dé 

X designada por F (¿r), la cantidad -^ es otra que se de- 
signa por F' {x\ y que se llama la derivada de F (a?). El 
producto F' {x) dx sq llama la diferencial de F {x). La in- 

vestigación del coeficiente de inclinación ó angular —i de 

a X 

las curvas ó de la derivada de una función cualquiera es 
el primer objeto del cálculo diferencial y, tiene aplicacio- 
nes muy importantes en Mecánica. 

5. Cuando dos variables y y x están ligadas la una á 

la otra, puede considerarse unas veces Ta derivada -=X. ¿^ 

d X 

y con relación á x. otras la derivada -^ de x con rela- 

dy 

ción á y. Pero es claro que estas dos cantidades son in" 

versas la una de la otra, porque las relaciones 



\ 
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A X * A y 

subsiste cuando los dos factores de este producto se 
iq[)!roximan á sns limites por el decrecimiento simultáneo 
de A a? y A y, luego: 

dy J^ _i 

dx ' dy * 



§ n. Diferenciación de las ftinciones fundamentales. 



m 1 
X — , sen X, 

9 X 

6. Sea y^af^ (1) suponiendo que m sea entero. 

En esta ecuación y en las siguientes xéy son núme- 
ros y representan las coordenadas de una cunra, tomán- 
dose una línea -por unidad. Las diversas curvas que sé ob- 
tienen variando esta unidad son semejantes. 

Se tiene por la fórmula de Newton 

y+A y+(x t A x) "^=x»+m x~-* A x+k xV . . .(3) 

k es un polinomio, cuyo primer término es 

■ ^ ^^~ / ^ * — y los otros tienen A x por factor. 

Las ecuaciones (1) y (2) dan 

Ay=:m X"-* +k A X. 
Ax 

de donde lim í^ 6 ^-s^= m x * 

A dx 

6 4 y?í=m x~** d x; 

es decir que la diferencial de una potencia dé x se obtiie- 
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\ 



ne disminuyendo el exponente de una unidad y multipli- 
cando por el exponente primitivo y jKjr la diferencial dx. 



Sea2/=— 

X 



Se tiene 2/+ A 2/= — , 

x+Ax 



de donde A y= _,"-^ ^ ; ^-Z= "^ 

x'+x A X A X x'+xAx 

lim^^ ó f:Z.==-4dx 
A X d X X* 

1 * 1 

de donde d -— = — =^ d x 

X x' 

Las diferenciales son de signo contrario, porque y 
disminuye cuaddo x aumenta. ., 

/i ' l^^ ) 
Sea 3/=log x tr-- ^^ 

tomando el logaritmo en un sistema cualquiera. Si se cam- C / 

bia X en x+ A x, é y en y+ A y, resulta 

y+ A y=log (x+A x), 

y restando miembro á miembro y dividiendo en seguida 
por A X, 



log (l+"V) 



A y_ l og (x + A x)— log X 

A x"~ A X *"■ A X 

Si tiende A x hacia cero, el numerador tiende hacia 
log 1, que es también igual á cero. Para evitar la forma 

■—, se puede hacer decrecer á A ¿r de tal manera que sea 

siempre una parte alícuota de x; es decir que se puede su- 
poner A x=~, m puede crecer indefinidamente. Se ten- 

m 

drá: 



ú^ 
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Jog (>+4)jog ('+Í) 



A X x^ X 

m 

Para que A x tienda hacia o, m debe tender hacia 
el infinito, el numerador del segundo miembro, tiende ha- 
cia el límite del logaritmo de ( 1 -f-jL\ para m infinito -6 
lo que es igual, hacia el logaritmo del límite de I — 1 • 

Pero se demuestra en álgebra que este limite es el nú- 
mero 

e=2. 71828182 8.... , 

base de los logaritmos neperiano»; quedará pues 

lim. AZ óiX=l^^ dy=logeJ^. 

d X d z X X 

I 

6 d. log x=:log e ^ . 



Si los logaritmos son neperíanos, log e, será igual á la 
unidad, y se tendrá simplemente 



A la expresión — — , se le llama diferencial de log a?. 

X 

Sea 



Se tiene 



y 

de donde 



y= sen x 

y+ Ay==sen (x+Ax) 

A y sen (x + A z) — sen x 

A X A X , . 

A y _ 2 sen ¿ Ax, eos (x+ j Ax) 
A X A X 
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qtte se pnéde escribir 

Aj^ sea i Ax ^^^ ^^^ ^ ^^ 
Si se hace tender A¿» hacia cero, la relad6ii-.???ii-=5- 

i Ax 

tiende hacia la unidad (*); y el segundo factor tiende ha- 
cia eos X. Queda pues 

lim.^Ll=JLl=:coBa; 
A X dx 

i d. sen x=cos x. dx. ^ 



§ m. Teoremas y reglas para diferenciar todas las fonel^nes 
con la ayuda de las diferenciales fundamentales. 



8; Düerendad^i d^ nna fundón de función. B:spli- 
q^etiio» este locuddti con un ejemplo. 

' a^a 

y==(log x)» 

Para obtener y cuando se conoce x^ se necesita desde 
luego calcular log x^ función fundamental de o?, en segui- 
da elevar log ¿r á la potencia m, es decir, considerar 'y co- 
mo una función fundamental de log x. 

Sea- en general 

y=F (n) y u=f (x), 

lo que se indica también por la notación 

y=P [f (X)]. 

(*) A ili«didA^qiM d«oMc« un shroo menor que 90, la reladón que Ifáy en* 
tro el attso leetificado y su seno disminuye, aproximándose más y más á 1» 
unidad, que es su valor limite. 

s 
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2/, en lugar de ser directamente fancion de x. es fanciÓQ) 
de la variable intermediaria t¿, que es ella misma f anción 
de X. Se dice entonces que y es una función de función. 
Para diferenciar y relativamente á la variable ¿r, su- 
pongamos que ésta tome un incremento Ao?, al cual corres- 
ponden los incrementos Au y Ay de Uy y de y. Se tendrá 
entre estas tres cantidades la relación 

A_y_.A_y A n 

A X A u' A u 

Pero, á medida que Ax decrece, Au y Ayse aproxi- 
man también á cero; y las tres relaciones se aproximan si- 
multáneamente á sus límites respectivos — ^, -r-^, y ~^ 

d X d u d X 

la ecuación subsiste siempre. 
Se tiene pues 

^ y — . ^ y ^ tt 
d X d u * d X * 

que expresa que la derivada de y con relación ix^a igual 
á la derivada de y con relación á la función intermediaria 
Uy multiplicada por la derivada de u con relación á x. 
Multiplicando por dx se obtiene la diferencial de y. 

Si por ejemplo se tiene 



y=log u, u=x"^. 
se deduce 



d y _log e m — 1 log e. m x"*"* ^ m log e 






d X u X™ X 

y por consiguiente 

d X 



d y=m. log e. 



X 



^íy^ y ^ están relacionadas. por las ecuacion66 

y=F(u), x=f(u). ' ..• , ^ 





• 
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se 


1 * 

demostrarla íácilmeute 








dy_ 
d X 


dy 
d o_ 
d n 
d X 





ti- 



' I 



9. En lagar de una f anción intermediaria podría ha-- 
ber varias. Se puede tener, por ejemplo 

y=f (tt), u=9 (v) y v=^ (x) 

Si X varía Ax, v variará A^\ por consiguiente, u va* 
riará AU y Ay. Se tiene la identidad 

An Av 



y en el límite 



Ay_ 


_Ay 


Ax 


An 


dy. 


_dy 



Av Ax 



d u d v,. 

dT""TT' TV TF 



63 decir que, para obtener la derivada de y con relación^ 
Xj es necesario tomar la derivada de y con relación á u^- 
multiplicar por la derivada , í^ con relación 6 t) y por la 
derivada de t) con relación á a?. i . 1 

Multipiicandp en seguida por dx^ se obtendrá la dí-i 
íerenciaí de y. - ; 

Si se tiene por ejemplo: oo 

y=log u, u=v", v=sen x 

. dy^ log. u ^ ^««1 ^^g ^_ m log e (sen a;)"-^ eos x 
dx u ' ' (sen fic)°* 

de donde 

dy=— — ^ — eos X dx==m log. e eot, x dx 
sen. a? . 

' , -• ■ . ; ' 

■ • .'!'■'■"■• , * 

10. Funciones compuestas. Diferencial de una suma. 
Sea: 

yz=U+V+. , 
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V 

Uf Vj I siendo funciones de x. Se tendrá evidente- 
mente entre los aumentos simultáneos de estás cantida- 
des, la ecuación 



A X A x'^A « 



'» 



por consecuencia 

d y du dv 

d x"^ dx* dx* ' 

6 

• * 

dy:=dU'\'dy+ i 

Teorema. La diíerencial de, una suma de varias fun- 
dones es la suma de las difere^ciaies de estas funciones. 

11. — Notas. I*" Si uno de los términos de la suma fue- 
se constante, este término desaparecería evidéhieménta 
en la diferenciacién. Lo que quiere decir que la diferen- 
cial de una constante es cero. 

2*. Si uno de los términos es simplemente la varia- 
ble independiente ¿r, la diferencial de esté término es dx 
y su derivada es 1. 

' 13. Teorema. ' La diferencial del producto de una 
función por un coeficiente ' cónstairte es igual á ^la diié- 
lehclal déla función áfecta'da del mismo coéfiíáente.' 

Esta proposición que se podría considerar como un 
corolario de la anterior se puede demostrar & prióri fácil- 
mente. Sea 

ycrsa F [fic]. 

Se tiene 

A y_^ F[a; + Aa?] — F[a;] 
A X Ax 

dy ,. V [x + Axl — íx] „, p , 
-r-^=a lim. — *= — ~ — * *--i= a F' [al 

13. Diferencial de un prpdupto de dos funciones. Sea 
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I . 



Sean los incrementos finitos simultáneos A^z?, Av^ AU 
y Ay. Se tiene 

1/ + A y = [w + A w] [v + A t^] 

de donde 

A yj Av>,.. A u , A u Av> ■■■ ,• 
A X AícAícAíPAa? 

Pero, a medida que hx decrece las relaciones -r-^, 

^ A a? 

:^ V AJf, se ápróxíihán á sus límites ¿ií., 4^ 6 f{x), 

y -^j— ó F* (o?), ifííeütms tfiíe el prodúcío x";:- x^A a?, ^ 
aproxima á cero. 

t1^^ dv d Go ^ du 

cf íc a X a X 

ó simplemente ' 

d. u Go = u d cj •{' co du 

se tendrá en cuenta que la diferencial de una faucÁ^n H^o 
es otra cosa que la derivada de esta función multiplicada 
por la diferencial de la variable independiente. 

Este resultado general se enuncia así: 

Teorema. La diferencial de uti producto es igual á la 
ütiiDÍá de los resultados que se obtienen poi* lá difeféüdá- 
xJiéh qüó se Haóe, considerando ^cesiváménte cada fkétiíe 
como variable y el otro cómo constante. ' 

Este teorema se aplica á cualquier número de facto- 

fes. _ ...... 

En el producto uv Zj se conáideifá coiúo (tít)Vy^^ 
tiene 

duvz^=uvdz +« duv 

\ . 

pero duv^udv-i-vdu 

J.J /^J ./ ;• .y • 

luego duvz=iuvdz + uzdv + v zdu 
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14. El miBmo teorema se aplica á nn cociente^ tenien 
do en cuenta el N"" (2). 

Porque ií.= «l 

^ V V 



,u 1, , ,1 d u udv vd u — u d v 
¿^ss—du + u d—=s"- — Ti — = i 



V V V V V V 

Podría decirse qne la diferencial de un cociente es 
igoal al denominador por la diferencial del numerador^ 
menos el numerador por la diferencial del denominador, 
7 partida la diferencia por el cuadrado del denominador. 

15. Itegla general de la diferenciación de las fun- 
ciones comptcestas. 

Los teoremas precedentes sirven para las necesidades 
del cálculo diferencial. Sin embargo conviene conocer 
una proposición muy notable y muy general. 

Sea y = F {uv)y es decir la función F de w y de t>, 
las cantidades u jt) son funciones de una variable inde- 
pendiente X. 

Para llegar á la derivada-redemos á ¿r un incremen- 
to finito A x\ las funciones u^ vé y se incrementan simul- 
laucamente en A tí, AvjAyjoe tiene 

Ll , I A y = F (i¿ + A w, v + A v) — F (tí, v) 



Supongamos que en lugar de incrementar simultánea- 
mente ujven la función compuesta y, se comienza por 
4;nci;ementar solamente una de las dos funciones u^ se ten- 
drá "P {U + AUjV) 

Esta cantidad se considera naturalmente en la ezpre- 
;9ión A y y que toma la forma 

A y = F (t¿ -h A tí, v) — F (tí, v) 
+ F (t¿+ A u,v + A v)— ¥ (u + A Uj v) 

m 

por consecuencia 
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A y F (t¿ + A t^, t?) — F (í¿, t?) A ^ 
A »~ A u A « 

. F (t^ + A 1^, t? + A t^) — F (t^ + A t^, t;) A v 
"^ A t? A íc 

í 

Pasemos á los limites hacia los cuales tienden estas 
cantidades, á medida que los incrementos Ax^ AUy AVj y 

Ay se aproximan á cero. Los límites=-^, — -^ y — -^ son 
^ ^ AícAfiC'Aíc 

las derivadas designadas, según las convenciones, por 

dv du dy 
dx ^ dx dx 

El límite de la relación 

F (i¿ + A ^, g^) — F (i¿, y) 
A u 

es la derivada con relación á u^ de la función F (t¿, i)) en 
la cual no se hace más que variar á u^ considerando á v 
como una constante. Es Jo que se llama la derivada par- 
cial de F (í¿, v) con relación á u. Se la designa por F'^ (w, t>), 

6 por-j^, teniendo presente que se considera el nunlera- 

dor dy como un incremento infinitamente pequeño de y, 
que corresponde á la variación infinitamente pequeña de 
u solamente, y no á las variaciones simultáneas de í^ y de v. 
En fin, notemos que en la relación 

Y {u+ Au,v + ¿^v)--¥ {u + Au,v) 

' ■ I .111-1 I 1 1 ■ ■ 

A V 

el numerador es el aumento que toma ¥ (u + Au^ ri) cuan- 
do crece t?, Ai?. En consecuencia, si se hace variar solamen- 
te Ai? y se aproxima á cero, se tendrá para límite de la 
fracción en esta hipótesis, la derivada con relación á 9 de 
la función ¥ {u + Au^ «), y para tener el límite hacia la 
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cual se aproxima la fracción cuando A^ y ti A disminu- 
yen á la vez, no queda más que hacer óm ==0 en 

Fv' (t¿ + Aí^, í)), lo que dá P\ (w, t)) 6-^derivada par- 
cial de F (i^,«) 6 de 2/ con relación á i). 

Igualando los límites de los dos miembros de 1& 
ecuación (1), se obtiene la derivada total de y^ á saber 

dy __ ^y du dy dv 



dx du ' dx ^ dv ' efe * 



6 lo que es lo mismo 



dy=:--^. du+-^. dv 

^ du dv 



La fórmula precedente, que se puede hacer extensiva 

á cualquier número de funciones compuestas, se enuncia 
así: 

Teorema. La diferencial de una función compuesta 

es igual á la suma de los resultados que se obtienen con- 

Hderando sucesivamente cada función compuesta como 

za/riáble y las otras como constantes. 

a ^ x^ sen.' X ,^. 



que se puede poner bajo la forma 



uv , zvdu-^-zudv — uvdz 
y =-j-. dy = ^ 



u = a", V = sen." íc y « = 1 — log. « 
du =s mx^'^dx, dv = 2 sen. x eos. x dx =i sen. 2 x dx 



^ dz = dx 

X 



ISTo queda más que sustituir. 



25 

10. JD^fisrenciaciónde las funoicmé^ implícitas, Dd» 
cantidades variables son funciones implícitas la una 
de la otra, cuando están ligadas por una ecuación que in- 
dica determinadas o{)6racioiies entre estas cantidades. 

Ejemplos: I*" log. ^ = sen. x 

2^ 2/» = axy + á?» 

En cada caso y es en realidad una función de x^ aunque 
no expresada explícitamente. Cada miembro es, pues, ó 
función inmediata de x como sen.x, ó función de función 
de a5, como log. y ó y®, ó función de varias funciones de », 
como ax y + x8. Pero cuando dos funciones de una mis- 
ma variable x son iguales, aunque diferentemente expresa- 
das, sus derivadas y sus diferenciales, con relación á esta 
variable, son necesariamente iguales. 

De aquí el medio de deducir de una ecuación, como las 

anteriores, la expresión en « é j/ de la derivada—^ ó de 

ííX 

su inversa. 

1** De log. y = sen.» se infiere 

log. edy , 
=cos. X, ax 

y 

2^ De y^ =*= axy +x^ 

S y^ dy = ax dy -{- ay dx + 2 íx^ dx 

De cada una de estas ecuaciones diferenciales se ob- 
tiene Bea^ ó ^operando como sídy jdx fuesen éantída- 

des finitas. 

Teorema. En general se determinan los valores^— 6 

—de una ecuación en x, y. diferenciando los dos miem- 
dy 

hroBj según las reglas de las funciones de f unoioüeB. 

Si la relación dexÁy fuese implícitamente eitpréfa*- 




/i 
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da por dos ecuaciones, entre estas dos cantidades y inna 
tercera variable z^ como 

F (íc, y, 0)=O y f (», y, »)=0 

para encontrar -^ bastará diferenciar estas ecuaciones con 

relación á la variable x, según la regla del N"* 9. Se ten- 
drá designando simplemente por F y/las dos funciones 
anteriores, 

dE d¥ dy . d¥ dz_^ 



¿2a; '<íy. dxd^^da; 



df d/dy df dz ^ 



dx dy dx dz dx 



de donde eliminando-r^se obtendría^en función de los 

dx • dx 

derivados parciales-^ — , -^ — , etc., que son funciones de 

^y 7 ?' 



§ lY. i^ereicios que se pueden resolver por las 

reglas ant*^riores. 




y = COS. a;, 1/ = tang x,y = cot. x, y = sec. o?, y =• cosec. x 

íunciones directas 



/ ! 

^■ : /, '^ y = are. (sen. = x) y = are. (eos. = x) 

\j ' J í 

/ í 2/ = are. (tang. = x) y = are. (eot. = x) 

funciones indirectas. , . 

La diferencial de y = eos. x, sé determina de la si- 
guiente manera: 
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y=sen. (90**— íc), haciendo 90— aj=áf, resolta y=sen. z^ 
d¡/=coQ. z dZy sustituyendo por z y por dz sus valores 
queda: 

dy = COS. (90 — a?) da?, ó dj/ = — sen. x dx. 
La diferencial de ^— tang. x, se obtiene de este modo: 

sen. X 



y=tang. a;= 



COS. a; 



recordando la regla para diferenciar un quebrado resulta: 

eos' X dx-^ sen.^ x dx dx 

I ^ COS.* X COS." X 

De un modo semejante se diferenciará y^aot. x^ 
y=sec. Xy y— cosec. «. 

En cuanto á ^=arc. (sentar), se infiere 

a:=sen. y, da:=co8. y, dt/ dte=VT— ^ dy, 
de donde dy =--p====. 

Por analogía se obtendrían las diferenciales de las 
ortas funciones angulares inversas. 

Sea 2/=(a+6a;"*)" 

haciendo (a+6a:)~ =;2r, resulta 



de donde 



dy=m z^"^ d z 



sustituyendo por z y por dz sus valores, se obtendrá el 
valor de y. 

De cuyo resultado se inferirá que la regla para di- 
ferenciar una expresión como y^^^ es la misma que para 
el caso propuesto. 



Séá 



de donde 
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y= tTj de donde log. y=t, log. u 

lóg. edy V log. é du , , 
2-= u. log. w. dv 



dt¿^=tm^"* dw+w^ 1-^. — dv 

leg. a 




y. Deriyadas y diferenciales de diyensios órdenes de las 
funciones de una rariable, ejemplos de su empleo. 



11. Cuando y es nna función de x expresada por la 
notación y==F {x\ las reglas anteriores hacen oonocer su 
derivada con relación á x^ designada por F' {tí). 

Esta derivada, es en general, una función de x^ y por 
consecuencia ella misma es una nueva derivada con rela- 
ción á la variable a; se la designa -por F" («) y Se le llama 
segunda derivada con relación á F (o;). 

Si F" (a?) es aún una función de a;, su derivada con re- 
lación á esta misma vuHable se designa por F'" («) y se 
Uania la tercera derivada de F (2;). 

Considerando las derivadas sucesivas producidas por 
F {x\ se comprende que la notación F" {x) indica la deri- 
vada del mismo orden n de la función F {x). 

Las derivadas sucesivas tienen otra notación que con- 
viene conocer. 

Lo mismo que por F' (í»), se pone -^ se podría por 



F"(í»)> escribir, - 



, dy 

a. -r- 
dx 

dx 



Pero se reemplaza esta notacióh pbr p ^^ ó mejor 
;r-|- que significa lo mismo. 

(tX 
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En general, si se tiene 

F («)=y 






F"W=,^^ 



12. Ejemplos: 3/=84-8 «»— 2aJ*+a; 

^ =15 /í'^S a^,+.l 

'^ v=180 a;*~-48 « 



<ÉK» 



-^ =?^.;p-48 



^. 



i=360. 



Se ha visto que en general x ky dependen ub^ d^ 
ojtr^ y que Mse PQXtsidei^^ coniQ.caixtidft^^S) fipjl^r 

^ i- 
dx 

Ejemplo:! y=r^, 



é 



i 

dx 1 c^dB, 1 d». 



djf 2íB . d^T^ 2g(^dy . 4aáf; 

6 bien «=y* 
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Luego, cuando se trata de derivadas superiores, no 
se puede simplemente cambiar la variable independiente. 

13. Sentido de la concavidcui de las curwis. Es fácil 
comprender la utilidad de las segundas diferenciales en. 
la discusión de las funciones y de las curvas que las re- 
presentan, xéy representando las coordenadas variables 
de una curva referida á dos ejes, no solamente la ecua- 
ción y=F {x) que las liga hace conocer la ordenada y que 
corresponde á una abscisa x\ sino, que si se calcula F* {x\ 
se encuentra la inclinación sobre el eje de las abscisas de 
la tangente en un punto M determinado por las coorde- 
nadas. El signo de F^ {x\ muestra si la función F^ (x) 
crece ó decrece cuando x aumenta; é indica si á partir del 
punto M avanzando en el sentido de las x positivas, la 
curva se eleva ó baja relativamente á una paralela al eje 
de las a?; y el valor absoluto que toma F^ (x) en el punto 
M de que se trata, manifiesta la rapidez de esta elevación 
ó descenso. 

Avanzando en esta discusión consideraremos á F^ {x\ 
cuando x aumenta. Si F^ (x) es constante, su derivada 
F^^ (íc) resulta nula; es el caso particular de una línea 
recta, más ó menos inclinada sobre el eje de las x, según 
el valor de F^ (x) 

Si F'^ {x\ no siendo nula, es positiva, significa que 
F^ (x) aumenta cuando se pasa del punto if á un punto 
inmediato del lado de las x positivas; luego la inclina- 
ción aumenta, y por consiguiente la curva vuelve su con- 
cavidad en el sentido de las y positivas. Lo contrario se 
infiere si jP" (x) resultare negativa. 

14. Puntos de Í!r^¡flexión.— Puede suceder que para 
determinado valor de re, F^\ (x) sea nula, sin que F^ (a?) 
sea constante. Por ejemplo: 



/ 
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La curva que esta ecuación representa tiene su^orde- 
n^da y compuesta de ax^ ordenada de una recta que pa- 

sa por el origen, y de ^ cantidad del mismo signo que 

X. Asi, del lado de las ¿r x>ositiyas, la curva queda arriba' 
de la recta, es decir que se separa en el sentido de las y 
I)08itivas; 7 del lado dé las x negativas queda abajo. 
La dif erenoiaeión dá 

en el origen de las coordenadas por donde pasa la curva, 
se tiene 

x^Oy y F* {x)—a 

asi la curva es tangente á la recta mencionada. En cnan- 
to á F" {x) resulta nula en el origen, y del mismo signo 
que X. Luego más allá del origen, la curva vuelve su conca- 
vidad en el sentido de las y positivas, y más acá del origen 
la vuelve en sentido contrario. 

El punto de la curva que goza la propiedad del cam- 
bio de sentido de la concavidad se llama punto de infle- 
xión. Está caracterizado por la condición que si y=f {x) 
representa la curva referida á dos ejes, oí siendo la absci- 
sa del punto de inflexión, la segunda derivada/" {x) es 
nula cuando se hace x==oí^ y tiene ^s signos diferentes 
cuando se hace x> »' y x<x\ 

15. Máximos y mmíTnos de una función 6 de la or- 
denada de una curva. Si para valores crecientes de la va- 
riable ó de la abscisa, la función ó la ordenada, después 
de haber aumentado disminuye; y si, en este intervalo la 
derivada ó la inclinación, desde luego positiva, y en se- 
guida negativa, vaiúa de una mancipa continua y pasa en r 
consecuencia por cero; en esta doble hipótesis, el valor 4^, 

la función 6 de la ordenada y que corresponde á -^tt O 

dx ^i , ., 
se llama máximo de esta función. Será mínimo en el ca- 
so en que la función decreciente aumente en seguida. 
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Eji el primer caeo^ á inedida qnelafV^abla 2; aminea- 
to^ )a. derivada deoreoe antea y despbésr4el.'iii&KÍiao,.yi 
por consecuencia la segunda deriyada es negativa, lo que 
equivale á decir que la curva representativa de la función 
viuelve su concavidad en el sentido dé las ^ nc^tlvaa. 
^n el segundo caso^ lo contrario tiene lugar. Luego: 

Teoi^ma. En general un máximum 6 un mínimo de^ 
una/unción corresponde á un valor de la variable que 
Jiace la derivada nvla. Y hay máximum si para los va- 
lores de la variable qvs preceden y que siguen^ la segun- 
da derivada es negativa^ y hay mínimum si la segunda 
derivada es positiva. 

16. Ejemplos. I. y=:f (a)^a+maí+-^* 
f{xyszO tiene lugar para 

mb 
2 

halará i^luximo si b es ^positivo, 

Lst curva eis^ una parábola. 

f{^Q^z^m(2xT^a) y f Xa^)=?=2m ' 

La curva es también tina parábola. /^ (a;) ea nnla^ar 

r&,¿];^Y,que¿conie8pQQdeá un mimimoTó. á . un: majamos 

de^, según que m es positivo 6 negativo; 

ÍIL if^m3Í^ar-^)i Si no ae hasoa > máe ique et máxir^^ 
mo del valor, absoluto de y y basta poner 

f (íi;).««(ar--<aOi/(aí)pppa'-*2«, f X»)«^ '■ 
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x= -^ corresponde á nn máximo 



2/=yKm. 

IV. Sea en general 

se emplea la letra / dos veces, para indicar nna misma 
forma de función. Ejemplo: y=sen x. sen (a — x). 

Cualquiera que sea esta forma, un máximo ó un mí > 

nimo de y corresponde á a5=a— » ó x= — . Dos valores 

de X igualmente distantes de y? ®1 ^^<^ ®^ ^^s y el otro 

en menos, dan para y dos valores iguales. 

La misma regla y la misma explicación tiene lugar 
para 

Si se tiene 



2/=r(^). f[^ ó y^r{^x)H[^ 



un máximo ó un mínimo corresponde á a:=--, es decir á 
íc*=a, porque y toma dos valores iguales s^ para v^^ma^ 

a 
sea para ^*=^' es decir para dos valores de x el uno más 

grande^ y el otro más pequeño que i/J", cualquiera que 
sea m. 

17. Series de Taylor y de Maclaurin. Según la fór- 
mula de Newton se tiene la identidad siguiente: 
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El factor Twa;""' es la derivada de «"". lo mismo el factor 
m{^ — l)x"""' es la segunda derivada de ^. Resulta que^ 
si se designa »" por F(a;), la identidad anterior podrá es- 
cribirse 

F(x+A)=F(aj) + 7iF\a;)+^^F"(a;)+ Ti» 

que es la fórmula de Taylor. 

Si en la fórmula de Taylor se hace íc=0, queda 

F(ír)==F(0)+a;FXO)+^¡--FXO)+j;^F-(0)+ 



se puede reemplazar Ti por a, y obtiene 

F(a:)=F(0)+xFXO)+~F"(0)+j^F-(0)+ 



que es la fórmula de Maclaurin. 

Ejemplos: Sea determinar el desarrollo de sen (a;+A) 
por la fórmula de Taylor 

F(a;)=sen íc, F'(5b)=cos íc, F"(a;)=:— sen x F' "(»)=— eos x 

y por consiguiente: 

sen (a;+A)=sen x-yh eos x — — ^« sen x—^r^K eos x^- 



Por el ejemplo anterior vemos que F(a) es el valor 
que adquiere sen (íc+A), cuando A=0. 

Por la fórmula de Maclaurin, busquemos los desa- 
rrollos de sen x y eos x. 

F'(0)=1, F"(0)=0, F"'(0)=— 1, Fi'(0)=0, F'(0)=1) 

y en consecuencia 
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sen x-=^x — iToT" 



^•O Iw*¿/*4*0 



Adoptando los valores particulares de la función y 
de las derivadas sucesivas cuando a;=0, se aplica la fór- 
mula de Maclaurin. 

De una manera semejante al caso anterior tendría- 
mos que 

eos 35 = 1 ¡r--f 



2 ' 2.3.4 



Terminaremos estas nociones de cálculo diferencial, 
con algunas aplicaciones geométricas. 

Construir la curva representada por la ecuación 

^=¿c* — ^ 

Construir las curvas representadas por la ecuación 

Teniendo el coeficiente diferencial el significado geo- 
métrico de la tangente trigonométrica del ángulo que una 
recta forma con el eje de las x^ se podrá resolver fácil y 
generalmente el problema importante de la geometría: 
determinar la ecuación de la tangente á una curva cual- 
quiera, conociendo la ecuación de ésta. 

Si a} é y" representan las coordenadas del punto de 
contacto, la ecuación de una recta que pasa por un pun- 
to es 

y—y'^a(x—x') (1) 

y para determinar la ecuación de la tangente, bastará 

conocer a, ó lo que es lo mismo -^^^ . 

dx 

Sea encontrar la ecuación de la tangente á las curvas 

de 3"* grado representadas por la ecuación 
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recordando la regla para diferenciar las funciones de di- 
Tersas variables tendremos: 

dy __ 2 A g+E y+C 
d X 2B2/+Ea; + D' 

sustituyendo en (1) resulta 

^ ^ 2By+Eíc+D^ ^ 

para la ecuación de la tangente á las curvas de ^ grado. 

Determinar la ecuación común de las asíntotas á las 
cónicas representadas por la ecuación 

2/»+(l— nV— ^ dx-\' d«=0. 

El método que se tiene que seguir consiste en deter- 
minar el coeficiente angular y el lineal propios á la asín- 
tota; para lo caaí basta suponer infinitas las coordenadas 
del punto de contacto en 

d y 



dx 



y en el valor que se obtiene para & deducido de la ecua- 
ción 

ysszax-^-h 

es decir, h^y—a x ó b=y— ^ x. 

d X 

y ' ^ y 

sustituyendo por y su valor resulta 

é+{7e—l)x dx—á^ 



i/(n«-l) ¿^•+2 a x—d^ ' V{n'—l)af+2dá>--d 
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Con el fin de hacer desaparecer toda indeterminación, 
cuando x=o, dividiremos los dos términos de las frac- 
ciones por X y resulta: 



X 



a- 



6= 



ijí 



y como ^ queda nulo, cuando x=oo. 

X 

resulta: 

^ d 

luego: 

d 



= ±<^^—l^x± ^-¡^¡rzi 



será la ecuación pedida 

Si 7&>1, oa^o de la hipérbola, loa valores son reales. 

Si 7i<l, caso de la elipse, los valores son ima^giva* 
ridfí. 

Si 71=1 a=o, lo (jue asigna al eje x^ como límite úiü- 
€0 ;de la dirección de las engentes, pero como 5 queda ín« 
finito, resulta que la parábola no tiene asíntotas rectilí- 
neas. 

Determinar las asíntotas de la ecuación; 

8e -procederá de una manera semejante al caso aaJbe' 
ifoí. 



\ 



CAPITULO II. 



Nociones del cálculo integral. 



§ I. Consideraciones fundamentales. 



1. Cuando la inclinación %^ de una curva con rela- 

a X 

ción al eje de las o? es conocida en función de ¡e, se com- 
prende que es un dato suficiente para determinar la for- 
ma de la curva, y aun su situación relativa á los ejes si se 
conoce además un punto por el cual debe pasar. 

Sea --T^= / (a?). Si se reconoce/ {x) por la derivada 

de una función conocida F (a?), se deducirá que y=F (x) 
será la ecuación de una curva que satisface á la condición 
dada, y que se obtendrán tantas curvas como se quiera, 
que satisfagan á dicha condición, poniendo la fórmula 

y=:F (x)+C. 

• . [ 

en la cual C representa una constante arbitraria, es de- 
cir, una cantidad que no varia para los diversos puntos 
de una misma curva, pero que cambia cuando se pasa de 
una curva á otra que satisface igualmente á la condición 



39 

2. El cálculo diferencial tiene por objeto, dada una 
función, determinar su auxiliar, y en el cálculo integral se 
determina la función de la cual debe provenir una expre- 
sión ó una auxiliar dada. 

El signo I , se llama integral, y se usa para expresar 
el paso de la diferencial á la función. 

Sea ^ d y— m a^"* d x 

Considerando que para obtener el anterior resultado 
se ha aplicado la regla núm. (6) á la función que se bus- 
ca, habrá que invertir la misma regla para descubrir la 
función primitiva, y quedará la siguiente: el eccponenie de 
la variable se aumentará en una unidad^ y se dividirá 
la expresión por el eccponente aurnentado y por la dife- 
rencial de la variable. 

En el presente caso tendremos: 



/ 



ma;'"-* da:=«™-fC 



C es la constante que desaparece en la diferencia- 
ción. 

La integral anterior se llama indefinida en tanto que 
C permanezca por determinar. Se determina, tomando por 
integral definida la diferencia de los valores correspon- 
dientes á la integral general, y se expresa así: 



/ 



* f {x)dx=:¥ {z)—Y {v)* 
p 



3. El mayor conocimiento que se tenga de las dife- 
renciales y sus relaciones con las respectivas funciones, 
proporcionará más medios para resolver las cuestiones de 
integración. 

Ejemplos de integración por funciones logarítmicas. 

Integrar la ecuación 

— p n 7? d y=r2 n rxdx 
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Dividiendo por 2 ;r *a? , resulta: 

__ pdy _ dx 



2r X 



y por consiguiente: 



Se determina la constante suponiendo qae^oi antilael 
ralor de la integral, luego C= — Log. Xo, y tendremos 

--h- ídy= íl±=Log.± 

t/ J X »<> 



, , . EZ. 

o Dien a?=a?o c «^ 



que es la ecuación de una logarítmica. 



/ 



«'''^=í^«'+c. (*) 



log. e 



^'^ / ^ ^^ _ í ^d(ax+b) log.(aa;-f 
^ ax+b^J a(ax + b)'^ alog. e 

haciendo a+»*=2;' 
de donde ¿c d xssz d z 

(*) Supuesto que si se tiene: 

2/=a*, log. j/=;a?log. a 



de donde 



— '— — ^=log. adx, y €Ía*=--5^— íte. 
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de donde 



dy 



^ dx d z dx-^dz 

Z X x+z 

log. (x+z) 






log. e 



por «tímo y=-¿y log. (X + 1/-^?+^ 

SJemplós de integración de funciones angulares 
directas. 



f 

f 
f 
f 



sen. X d x= — eos. x 

COS. X d a;=sen. x 
d X 

dx 



sew X 



— cot. X. 



templos de integración de funciones angulares 
inversas. 

dx 

V 1—0» ' ^ 



/ dx 

/dx ■ ^ . 

--^-p^=arc.(cot.=a5) 

V 2 x—^ 



^arc. (cos.=a?) 



^ =arc. (tang.ssa;) 
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/ ' dx 
y -i=*^^- (^^^* ver8=a;) 

dx 

No se han agregado las constantes en los ejercicios úl- 
timos, porque para un valor conveniente de x desaparecen. 

Con el cambio de la variable se facilita la práctica de 
la integración. Sea 

/* X d X 

haciendo a' — a?=v^^ se obtiene —x d a;— w d w, y de con- 
siguiente 

/udu . ^ , j 
= _í¿ + C o y= —Va*—»" +C 

Integrar y=4 / (a — SxYof dx 
deberá encontrarse, cambiando la variable 



§ n. Integración por partes. 
Se sabe que 

d. u vrssv d u-^rudv 

de donde 



v= I vd u+ I udv. 
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luego 



r udvszuv — / vdu.{l) 



Si la última integración puede hacerse con más faci- 
lidad que la primera, habrá ventaja de hacer depender 

r 

I udVj de / vdu. 

Integrar dy=xsen.xdx. 

haremos 

u=x, dv=&eTL.xdx 

sustituyendo en la fórmula (1) se obtiene 

/ X sen. X d 05= — x eos. as + / eos. x d ai— sen. x — 



x'cos. o?. 



Por el ejemplo anterior se vé que para aplicar la fór- 
mula (1), se descompondrá una diferencial f{x)dx en 
dos factores; uno de ellos, que sea una diferencial fácil 
de integrar, que representaremos por dv, y el otro una 
función que representaremos por u: El método de inte- 
gración por partes es de bastante uso. 



§in. Integración por series. 



Cuando lana diferencial f{x)dxae puede convertir 
en una serie convergente, se podrá obtener su integra- 
ción con toda la apróxijnación que se quiera. 

En efecto, Qi/{x) straiinistra la serie: 
/'(ítj)=a+& íc°^+cíc°+ 
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se tendrá 



y £6Gordapado el teorema del número 10, se tMdrá eviddü- 
temente este otro: la integral de una suma de diferencia- 
les, es la suma de sus integrales. 
Ejecutada la integrai^ión resulta: 



/ 



f (x) da=aa+ \ af'^i^ ^x»+*+ +C 



§ lY. La integf aoidn por series se puede ef eotaar direeta- 
mente sin necesidad del prério desarrollo de la expresiéa 
diferencial. 



Sea / (íxí) dx la diferencial que se quiere integrar: 
aplicando el método de integración por partes tendremos, 
empleando la fónUtda 



/ V dus^uv— I udv. 



v=:f (x) du^sidx 

y en consecuencia 

d. f (x) 

cít;= — ^r^-^ dx ussx 
dx 

(por lo cual se Twyo. 

Volviendo á aplicar el mismo método á la integral 
del segundo miembro haremos: 
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t;= — -T^ du^xdx 
ax 

y se tendrá: 

, d^fjx) ^ x^ 

ÍÜJ 2 

con lo qne resulta sustituyendo en la ecuación anterior: 

y ^ ^ ' ^ ^ dx 2 ^2j da^ ^^ 

La integral del segundo miembro, continuando la 
mii^na secuela dá: 

d'^fix) , 



Obteniéndose 






y la ecuación anterior quedará: 

Continuando de un modo análogo se obtiene: 

rnx)dx^xf(x)- líM ?! . ^^) z'_ 

J ^ dx 2 ^ dx^ 2. 3 

dKf(x) X* 
íix3 2734+ "^ ^• 

fórmula debida á Juan BerhoulU. 
I. Integrar la expresión: 

dy^{a — 2xY dx 

Se tendrá: f{^)- (a— 2 x)^ 

-^— -=8 a:-4 a, -^^ ==8. 
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luego: 



/ 



(a— 2 xf cto=(a— 2 a?)* a;+2 ax«— | »»+C. 



§ Y. Aplicaciones del cálculo integral. 

El método de los infinitamente pequeños permite ob- 
tener con mucha facilidad las auxiliares de la área de 
una curva plana, de un arco de curva plana, de una 
superficie de revolución y de un volumen de revolu- 
ción. Y mediante el cálculo integral se llegan á resolver 
los problemas capitales de la geometría, á saber: recti- 
ficación, cuadratura y curvatura de las figuras. 

Determinaremos primeramente la auxiliar de la área 
de una curva plana comprendida entre la curva el eje de 
la ¿r y dos ordenadas. 

Sea M L (Pig, 2) una ordenada de la curva, y 5 la 
área que limita esa ordenada. 




i I 



Flffora 2. 



El aumento de esta área es M N L B, pero si se consi- 
dera el incremento MN muy pequeño, producirá en la orde- 
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nada correspondiente otro igualmente pequeño, en cuyo 
caso se podrá tomar la área del rectángulo MNLS, expre- 

ds 

sada por ds=y dx^ó j^=-^, de donde se infiere que, la au- 
xiliar de una área de una curva plana, está representada 
por su ordenada. 

Expresando la ecuaciones que estén en coordenadas 
polares, en el sistema rectangular, se podrá determinar la 
área de una curva. 

Pero directamente se puede encontrar la auxiliar de 
la superficie en las curvas polares. 




Figura 3, 

Sea G C M' (Fig. 3) un incremento infinitamente pe- 
queño representado por ds^ de la superficie de un sector 
cuya baseG M' se confunde con el arco infinitamente pe- 
queño, que tiene por radio r, trazado desde el centro C. En 
este supuesto, GF M' = r du^ u representa el ángulo 
G C M' ; y por consiguiente 

d^-^t^r^ du 

representa la área del sector G C M' ó sea la auxiliar que 
se busca. 

I. Ejercicio. Calcular la área de la parábola, repre- 
sentada por 1/^=2 px (Fig. 4) comprendida entre o y 
PM. 

Tenemos: 



?= íy dx=: h 



/ 
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poniendo por y bu valor, 
dé donde 



a=(2 f^ Cx ^ íía:=| (2 jp)* a? * + 



C. 




Contándose la área desde el origen, donde a:=0, re- 
sulta C=0 

y por consiguiente 

volviendo á restablecer á y. 

La parábola es pues una curva cuadrable exactamente. 

II. Determinar la área de las espirales representa- 
das por 



s 



^^Cr'án^^r 



.3.,9n^.,_i «^ 



=i / c?u'''du^\ 



««,an+l 



(2 n+1) 



La constante es nula, contando las áreas desde el ori- 

1 
gen. Para la espiral de Conon (Fig. 5) se tie^e c^^f^ y 



v? 



71=1, luego: «= -gj^. 
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Tigvatk 6. 



Si u=2 7t, 5=4 ^ para la superficie A B C; si u=4: n 
s=\ n; pero en la segunda revolución el radio vector des- 
cribe nuevamente la área A B C^ por lo que área 



ADE=(|~i)«'=i;r. 



III. Determinar la área de una elipse. 



-f' 



S= / ydx 



[1] 



De la ecuación de la elipse. 



aY+b*T'=a^h^ 



se obtiene 



a 



sustituyendo en (1) resulta: 



^"J-^Va^-^^ =-^jr !/«'-&« 
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la integral expresa la área de un cuadrante de círculo de 
radio a ó sea — ^r a' 

luego S:^— .— 3ra"=:— ;ra6 

a 4 4 

será el área de un cnaAranie de elipse y la total será 

ly . Determinar el área de la hipérbola referida á sus 
asíntotas. 

Sea xy^V 

sustituyendo en S= / y dx^ se tiene 



LoenS=/* 

J "^ J "^ 



log X 
loge 



resulta: Si ^=1 y log. e=l 

5=Log. X 

En este caso la área queda representada por el loga- 
ritmo neperiano de la abscisa, razón por la cual á los lo- 
garitmos neperianos llamamos hiperbólicos. 

y. Calcular la área del lemniscato representado 
por ^=a?— oJ* 



§ Y. Determinar la auxiliar de un areo de corra plana. 



Empleando el método de Leibnitz se considera que 
la abscisa x=0 P (Pig.6) se convierte en x+dx^ siendo 
clx un incremento infinitamente pequeño, y que la orde- 
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H 



H 



-« X 



P G 



Ti^TVTA 6* 



nada j/=P H se incrementa ignalniente en dy^ cantidad 
también infinitamente pequeña, quedando y-vdy. En el 
triángulo mixtilineo infinitesimal H JST L la hipotenusa 
se confundirá sensiblemente con la cuerda y entonces el 
triángulo rectilíneo, dará conforme al teorema de Pitá- 
goras: 

cte«=4y«+íí«! (1) 

llamando z la Mpotenusa. 

Si llamamos r el radio vector y í^ el ángulo de direc- 
ción contado desde el eje de las ¿r, se tiene 



x=r eos u y=r sen u 
Diferenciando se tiene 

dx='-r sen u du -heos u dr dy=T eos u ¿2^+ sen U dr 

elevado al cuadrado sumando y reduciendo queda 

sustituyendo en (1) obtenemos. 

d^-di^^r'du^. (2) 

para rectificar las curvas polares. 
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De la (1) se obtiene 



^fv^^v 



y vamos á rectificar un arco de cicloide, como primera 
aplicación. La cicloide tiene por ecuación 

aj=arc. (sen. ver.=y)— 1/2 ry— ^ 

de donde 






Luego: 



«=— 2l/2r(2r— 2^)+C 

Si se cuenta el arco entre y=0 é y=2r, z=4t y para 
todo el arco de cicloide z=B r. 

II. Rectificar el arco de la parábola semicúbica 



§ TI. Calcular la auxiliar de la superficie de 
reyolución^ considerada como una función de la abscisa de 

la curva generatriz. 



Supónganse que la diferencial de la superficie^S, sea un 
incremento infinitesimal producido por el incremento in- 
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fitdtamente pequeño (fig. 6) del arco R H, el elemento 
H L se considera rectilíneo. La superficie del trozo ele- 
mental de cono, que se produce al girar la figura al rede- 
dor del eje de las o; tiene por expresión 

^(V'i'y+dy) dz=27C y dz+ndy dz 

¿;2; representa la extensión del elemento H L, a;é^las 
coordenadas de H. 

Resultará <^S=2;ryd2;ódS=2;ry|/^^rp^ poniendo 

por dz, j/d^+df que ya se determinó, y desechando el 
producto dp dz por" tratarse de un resultado infinitamep- 
te pequeño de segundo orden. 

L Calcular la superficie del elipsoide, tanto prolon- 
gado, como aplanado. 

La integración la hará el lector valiéndose de la 
integración por series. 

II. Determinar la superficie del paraboloide, engen- 
drado por la parábola ^=^^px. 



§ TIL Determinar la auxiliar de un yolúmen de 

reyolución. 



Por el método infinitesimal, y haciendo considera- 
ciones análogas á las que hicimos en el caso de la auxi- 
liar de la área de revolución (fig. 6), se obtiene, recordan- 
do á lo que es igual el volumen de un trozo de cono 

dv=--.7t [y»+ (y+dyy+y{y+dy) Jete 
o 

6 dv=7ti^dX'\'7C(ydydX'\' — dí^dx) ¡ 

o i 

y conforme á lo dicho en el párrafo anterior se desecharán 
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l€N9 pvodnctos ydpdXj i d]^ dXy par lo que resultará pa- 
ra la auxiliar qae bueM^uuos 



.^ / 



I. Determinar 1m volúmenes de revolución engendra- 
dos 'pov las curvas representadas por 

n. Determinar el volumen que engendra, moviéndo- 
se al derredor del eje Xy la curva 



FIN. 
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Besolnciín le algunas le las Caestioses 



DE 



^ 



CÁLCULO INFINITESIMAL 



[JA 



propuestas en el texto. 



PIgina 9.— Deeivada de uka suma algebraica de 

PUNdOKES. 

J 

1. Sea 

y = U + V ~ Z 

una función algebraica de las variables u, v y z, que de- 
penden de X. 

Si incrementamos á x. en A x, las variables u, y z, que 
dependen de x, se incrementarán en Au, A v y A z,'y nos 
resulta 

y + Ay = u + Au + v + Av — (z + Az) 

de donde despejando á A y y sustituyendo por y su va- 
lor, queda 

Ay = Au + Av — Az 



dividiendo por A x, para tener la relación del incremento 
de la f anción ^ al de la variable mediata x, sen tendrá 



A y___A n A n Az 
Ax Ax Ax Ax 



pasando al tímite, teniendo en cnenta que el límite de una 
snma es igual á la suma de los limites de los sumandos, 
resulta 



L.AZ=L.#^+L.^-L 



Az 
Ax~'"*Ax ' ""'Ax ~~Ax 

ó cambiando la notación 

dy _ du dv _ Az 
di*"' dx dx A X 

luego 

dy = du + dv — dz 

lo que quiere decir: que, la derivada^ de una suma alge- 
braica defunciones^ 6 una fundón compuestaj es igual 
á la suma de las derivadas de las funciones componenies^ 
ó bien: la diferencial de unafnndbn compuesta es igual 
á la suma de las diferenciales de las funciones compo- 
nentes. 

Empleando el método de los infinitamente pequeños, se 
llega inmediatamente al resultado anterior. En efecto, 
sea 

y = u + V — z....(l) 

la función que consideramos antes, dy, du, dv, dz, los 
incrementos infinitamente pequeños, 6 sean cantidades 



* La derivada de una función es el limite de la relación entre el incremento 
de la función y el de la variable, cuando este último decrece indefinidamente* 
La diferencial de una función es el producto de la derivada de esta función por 
el incremenro infinitamente pequeño de la variable. 



variables que tienden hacia cero, de las variables n, v y 
«; incrementos, que taraerán consigo otro dy en la función 
y, por lo que tendremos 

y -f- dy=u + du + V + dv — [z + dz] 

despejando á dy, poniendo por y su valor y reduciendo 
queda: 

dy = du -f dv— dz. 

3. Si suponemos positivos todos los términos de la 
igualdad anterior y en número n, tendremos: 

dv = n du 

lo que hace ver que un coeficiente en la diferenciación 6 
derivación se conserva en el resultado; pues en el caso que 
consideramos de sumandos positivos é iguales, la función 
(1), se convierte en 

y = n u. 

■ 

4. Determinemos la derivada del producto 

y = u V 

siendo u, y v, funciones de x. 

La marcha que se tiene que seguir es del todo semejan- 
te á la del caso de una suma algebraica de funciones, es 
decir: [que, Uy y Vy recibirán un incremento Au y AVj 
por efecto del incremento A x; los incrementos de u y de 
Vy traerá consigo otro A y para y, que se defevminará; 
en seguida, teniendo la relación del incremento de la 

Ay 
función al de la variable mediata ó sea "x^^ ^^ pasará 

al limite, ó se buscará la relación anterior cuando Ax=^ 
^pudiéndose por último cambiar la notación. 
Quedará la función 

.y = u V 



incrementando á x, de quien dependen u y v 
y+Ay=(u+Au) (v+Av)=u v+u. Av+vAu+An. Ar 

despejando á A y, y dividiéndose por A x, queda 

Ay Av , Av , Au Av . _ 
Ax Ax^ Ax^Ax Ax 

pasando al límite y cambiando la notación 

dv dv du 

-z¿L = n 4. V 

dx dx ^ dx 

Lo que indica: que, la derivada de un producto de dos 
variables y es igtuzl á la suma de las derivadas de los/ac- 
tores; considerando respectivamente auno com^ constan- 
te y al otro como variable 6 bien: la diferencial de un 
producto es igual a la suma de las diferencíales de sus 
factores. 

5. Por el método de los infinitamente pequeños, se tiene 

y+dy= (u+du) (v+dv) =u v+u. dv+v du+du. dv 

despejando á dy, después de sustituir por y su valor y 
prescindir del producto du dv, infinitamente pequeño de 
2^ orden, 

dy = u. d V + V. du. 

6. El caso de una función cociente, como 



u 



se deduce del anterior, del siguiente modo: quitando el 
denominador resulta: 

y y = u 






diferenciando, qneda 

V dy + y dv = du 

de donde despejando á dy y poniendo por y su valor. 

du n , 
dy = — -rdr 
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V du— u dv 

dy= ^5 



luego la diferencial de una función cociente, es igual: 
al denominador por la diferenciaZ del numerador^ men.os 
el numerador por la diferencial del denominador^ y di- 
vidida la diferencia por él cuadrado del denominador. 

7. Si en lugar de dos factores, tuviéramos tres ó más, las 
reglas anteriores se aplicarán, haciéndolas extensivas á 
todos los factores. 

Consideramos una función compuesta de número n de 
factores, tal como 

y = u vz t.... 
se tendría diferenciando 

dy = uvz dt +uvt.,..dz 

+ uz t....d V + vz t ....du 

y suponiendo los n factores iguales, quedará la función 
convertida en 

y = u* 
y la diferencial anterior en 

» 

dy = n u''"* du 

Lo cual nos dice, que la diferencial de una función po- 
tencia se determina: cambiando el capónente en coeficien' 



tej disminuyendo el eosponente en una unidad y muUi- 
pilcando por la diferencial de la variable. 

8. La derivada ó la diferencial de un radical, se reduce^ 
al caso de la diferencial ó derivada de una función poten- 
cia, empleando el exponente fraccionario. 

9. Pasemos á determinar la derivada de la función ex- 
ponencial 

y = a*..,.(l) 

incrementando la variable x, se tiene 

restando de este resultado la ecuación anterior, queda 

Ay=a''{a^fl)....(2) 

á fin de evidenciar las diversas potencias de A^ haremoi» 
a=l + m^ con lo que nos resulta 

a =(l+m)^ =1H T — 

Ax (A x^l) Ax ( Ax-1) (Ax-2) .. 
+ ^ m»+ jj^ m+.... 



sustituyendo en (2) se obtiene 



A X (A y -1 ) (Ax-2) \ 

^ 1.2.3 m-t-....j 



dividiendo por A x, queda 



M.^J^^ (A^-l) m»+ (Ax-l)(Ax-2) \ 

reemplazando por m, a— 1, sacado de la igualdad anterior 
a=l+m, resulta 

Ay ./ . ■ (Ax-l)(a~iy 
— =a^^a-l + j^-g 

, (Ax-l)(Ax-2)(a-l)« \ 

Si pasamos al límite, haciendo A x«=0, se obtiene: 

^- "H =^' (a-1-4 (a-l)!+* (a-l)'-i (a-l)'+ . . . .) 

ó cambiando la notación y representando la serie por A^ 
nos resulta: 

Jp:=^Aa« 
dx 

9. Sea la función 

y = log X 

y determinemos la derivada. 
Podemos poner 

x=a' 

llamando a la base de los logaritmos, y se tendrá confor^- 
me á lo anterior 

dx_ . dy^l 2^^ Jl 

¿y -A a o ¿x^A' a'"" A' x 

Ya determinaremos fácilmente el valor de A, obtenido 
en los anteriores resultados, por medio de la fórmula de 
Mac Claurin. 



8 

PlomA 27.— Diferenciación de funciones 

ANGÜLABES INVEBSAS. e 



Sea 
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y=arc. sev. vers. x..., (1) 

x=sen. vers y =1— eos y .... (2) 

, - , dx dx 

dx=seny dy; dy=— — -=-7====== 

^ J^ J sen y i^i—cos'y 



dx dx 



Vi— (1— X)' V2x— X* 

Diferenciar 

y = are tang x 
se tiene 

dy dx 

x-tangy, dx = -^^^, dy = cos'y dx = ^Ti^'^ 



dx 



1+x» 

De nn modo semejante se podrán diferenciar otras fun- 
ciones angulares inversas. 

PÓEMXJLA DE Mac Laxjrin. 

1. Sea 

y=A + Bx + Cx* + Dx» + Ex* +. . . .(1) 

una f anción suceptíble de desarrollarse en serie, siendo 
los coeficientes A, B, O, etc., independientes dex, vamos 
á determinarlos bascando las derivadas de distintas órde- 
nes, y tendremos: 



^ =B+2 Cx+3 Dx»+4 Ex«+ . . . . 

4^=2 C +2. 3 Dx+3. 4 Ex»+ 
dx* 

■^=2. 3. D.+2. 3. 4 Ex+. . . . 



~J= 2. 3. 4. E+, 



Suponiendo x=0, en la ecuación (1) y en las siguientes, 
representando por (y) el valor que adquiere la función y 

P^^ ("dx )' ( d^)' ®*^*» ^^^ ^^® adquieren las distintas 

derivadas tendremos, después de sustituir por A, B y C, 
sus valores en (1), sacados de las diversas ecuaciones an- 
teriores. 



/dyx X* 

\dx*jl.2.3. 



"J" • • • • 



Para aplicar esta fórmula no hay más que sacar las di- 
versas derivadas de una función dada, y ver á lo que se 
reducen con la hipótesis de x=Oj así como la función pri- 
mitiva. 

2. Determinamos como aplicación de la fórmula ante- 
rior la de Newton, y sea 

y = (a + x)» 
diferenciando tendremos 



^^míx + a)- 
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d*y 

-g^ = m (m— 1) (x+a)-* 

•^ = m (m-1) (m-2) (x+a) 



■^ = m (m-1) (m-2) (m-3) (x+a)--» 



Si suponemos x=o, en la función primitiva y en las de- 
rivadas, tendr^nos 

(y) =3^ • 
— • -^ m a 



« 

(g)=xn(m-l). 



^ = m (m-1) (m-2) (m-3) x"" 



llevando estos valores á la fórmula de Mao Laurin, queda 

(a + x)'"=a" + ma""^ x 



_najm--l)a"-* mjm— 1) „ , 

1 j"2 ^ ■* — 12 3 — (na — 2) ar^ x'+ .... 



8. Determinemos como segunda aplicación de la fór- 
mula de Mac Olaurin, la constante A de la expresión 
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dx 



hallada en la derivación de y= a* 
Por las derivaciones sucesivas de 

y = a* 

obtenemos 



y suponiendo x « O, resulta 



w=M4í-)=^- i^)-^'-' 



/ d'y \ _ 

\ dx» / ~ 



A» 



por consiguiente 

a'i=l + Ax+iA» x» + Vt- -A.» x» + .... 
si suponemos que cuando 



1 
X = — j — f e = a*, 



1 
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nos queda 

tomando doce términos, resulta 

t. 
e=a^ =2,7182818 

cantidad que representa la base del sistema de logaritmos 
hiperbólicos. 

Si elevamos la igualdad anterior á la potencia A, pro- 
duce: 



<le donde 





e* 


s a 


A 


«ñS *" 


log a 


log e 



tomando los logaritmos. Cuando los logaritmos son nepe 
riamos la igualdad anterior se convierte en 

A == L log a 

de consiguiente, la constante A, en este caso es igual al 
logaritmo neperiano de a 

Como fácilmente se pasa de logaritmos neperiamos á 
vulgares y viceversa, conviene adoptar por las simplifica- 
ciones que introducen en los cálculos, los logaritmos ne- 
perianos. 



Pagina 30. 

L Si las porciones (Pig. 1) A C y C B que parten del pun. 
to C de una curva, á la cual es tangente la línea O C M, es- 
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tan contenidas en el ángulo M O N, la curva es cóncava res- 
pecto de O N y convexa respecto de O C M. 



O 




Figura 1. 



Sea (Fig, 2) N R una porción de curva de la cual tra- 
tamos de averiguar cuáles son las condiciones analíticas 
que indican su convexidad ó concavidad respecto de la 
tangente N S T trazada en un punto N de la curva, y de 
consiguiente respecto del eje de las x. 



B 



Y 




/ , 


^^ 






y>> 


^ 




N 


J^ 








m: 





L 


Q 








Figara2r 
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Tenemos por la fórmula de Taylor 

F (x+h) = F (x) + F (x) |- +P' (x) -^ 



h» 

+ F'" (x) + .... 

^ '' 1.2.3 



6 P (x+h) - P (X) - P (x) = P" (X) -j^ 



h.* 

+ P" (x) + .... 

^ ^ 1.2.3 



El primer miembro representa la linea B S, porque 

P(x+h)-=RQ,P(x) =NL = MQ 
y S M = h tang S M N = li P (x) 

Si suponemos que el incremento h de la abscisa O L es 
muy pequeño, el término 

F» (X) -^, 

» 

Taldrá más que los siguientes y decidirá en consecuencia 
del signo del resultado, 6 del valor de R S. 

Luego la curva es convexa hacia N T 6 al eje de las x, 
H el ^ coeficieTUe diferenoial y la ordenada de la curva 
tienen el mismo signo: 

Si la ordenada de la curva y el IS^ coeficiente diferen- 
cial tienen signos contrarios la curva vuelve su concavi- 
dad^ hacia el eje de las x, carácter opuesto al de la con- 
vexidad. 

Sin embargo, por medio de la (Pig. 3) se llega fácilmen- 
te á la conclusión anterior. 
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En efecto 



F (x+h) — ( P (x) + F (x) h \ 



P'(x)-^ + F'(x)~^ + 



• • • •' 



la cantidad del primer miembro es negativa pnesto que es 
igual á R Q — S Q. 
3. Examinar si la curva representada por 

yss=x — X* s=x(l— x) 

^& cóncava 6 convexa respecto al eje de las x. 
Tendremos derivando 



dy d*y 

dx =l-^^3C, ¿^a 



« — 2. 



La ordenada para valores comprendidos entre cero y uno 
6 entre el origen y el plinto en que corta la curva al eje de 
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las X, es positivo y la segunda derivada negativa, luego de 
O á B (Fig. 4) la curva es cóncava hacia el eje de las x. 
Para valores de x negativos ó superiores á uno, la ordena- 
da y la segunda derivada son negativas, luego la parábola 
vuelve su convexidad hacia el eje de las x, para estos valo- 
res de las abcisas. 




Figara4 

• 3. Cuando de convexa la curva se vuelve cóncava 6 vice- 
versa, el punto en que tiene lugar este cambio se designa 
con el nombre de punto de inflexión. 

Claro es que cambiará de signo el segundo coeficiente 
diferencial al pasar de B N á N C (Fig. 6), siendo nulo 
para el punto N. Luego: bí nulificando él segundo coe- 
ficiente diferencial y aumentando h y quitando h á x 
en dicho coeficiente^ hay carnbio de signo en éste^ halará 
punió de inflexión; correspondiente á la abscisa hallada 
. al nulificar la segunda derivada. 

Ejemplo.— Determinar si hay punto de inflexión en la 
curva representada por la ecuación 



y = X* 
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Figuras 



el primer coeficiente diferencial es: 






= 2x — 4x» 



siendo el segando: 



d*y 



dx^ 



= 2—12 x*. 



Si igualamos á cero el segundo coeficiente, tenemos: 

X = ±VT^ 

reemplazando en el segundo coeficiente por x, a/|" + h, 
y en seguida VJ" — h, en el primer caso se obtiene: 



s 
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resultado negativo, para h mny pequeño, como debe su- 
ponerse. 
En el segando caso, obtenemos: 



= 2-2 + 24 vHT" h — 12 h* = 12 h {Vi 



t) 



valor positivo para h muy pequeño. 
Luego para x = ± V ^ hay un punto de inflexión. 



MÁXIMOS Y MÍNIMOS. 



Cuando las ordenadas (Fig. 6) S H, F Q . . . . después de 
ir aumentando hasta N L, comienzan á decrecer, se dice 
que es máxima la ordenada N L que corresponde á la 




N 




Figara 6 



abscisa O L. Sfi por el contrario laa ordenadas (Fig. 7) 
H S, F Q decrecen hasta N L y en seguida comienzan á 
aumentar se dice que la ordenada N L, correspondiente ú 
la abscisa O L es mínima. 
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O 




Figura 7 



Vamos á investigar, mediante los coeficientes diferencia- 
les, si se verifica el máximo ó el mínimo de una función. 
Tenemos, fórmula de Taylor 



P (x+h) ~ P (x) = F (x) li + F' (x) 



1.2 



+ F" (x) 



h* 



1.2.3 



i" • • • •• 



F (x— h) _p (x) = -F (x)h + F' (x) -Y-2 



— F» (x) 



h» 



1.2.3 



•y" • • • 



Supongamos (Fig. 6 ), que á derecha é izquierda de L 
se tome h; P (x+h) será R E, y P (x— h) será P Q. En di 
<€aso del máximo los primeros miembros de las dos igual- 
dades anteriores, serán negativos y en el caso del míni- 
mo, serán positivos; pero dando á h un valor muy peque- 
ño el signo de los segundos miembros será el que tenga el 
primer término, es decir, que tendríamos un resultado po- 
sitivo y otro n^ativo , y de consiguiente no habría ni 
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máximo ni mínimo; resulta pues, que tanto en uno como 
en otro caso, el primer coeficiente tiene que nulificarse. 
Si el segundo coeficiente resulta negativo hay rn&ximo 
para la ordenada y mínimo si resulta positivo. 

En el caso de que se busque el máximo ó el mínimo de 
la abscisa, bastará suponer á x como la f unci6n y á ^ co- 
mo la variable y determinar los coeficientes 

dx d» X 



d y d y' ' 

Pudiera suceder que el primer coeficiente no se pudiera 
nulificar, entonces se examina si el tercero puede hacerse 
cero; en general, se ve si el de orden impar puede ser nulo. 

3. Examinemos si existe ordenada máxima en ía curva 
representada por 

y = x* — X* 

Tenemos; 

-A^ = 2x — 4x»; 4^=2 — 12x« 
d X ' d X* 

igualando á cero el primer coeficiente, resulta: 

X (2-4 X») = O 
de donde 

X = O, X = ± V~ ^ ±L i VT" 

si sustituimos en el segundo coeficiente estos valores^ ten^ 
dremos: 

d x" d x" 

luego para x = O, existe uñ mínimo en el origen y para 

X = ± i a/T 
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existen dos ordenadas máximas, que se obtienen, susti- 
tuyendo en la ecuación de la curva los valores 

x==dii 



y resulta y =s J. La curva en cuestión está representada 
en la (Fig. 8). Vuelve la concavidad hacia el eje de las x, 
desde el origen hasta los puntos B y C, porque la ordenada 
de la curva y el segundo coeficiente diferencial tienen signos 
contrarios para valores de x, comprendidos entre cero y 
más 6 menos uno; siendo más uno y menos uno los valores 
que se obtienen haciendo en la ecuación de la curva la or- 
denada nula. 




Figuras 

Para valores de x, mayores que uno ó menores que me- 
nos uno, la ordenada de la curva y el segundo coeficiente 
diferencial tienen el mismo signo negativo, luego la curva 
desde B en adelante es convexa lo mismo que desde C. 

4. Determinar el máximo ó el mínimo* de los valores que 
puede tener el trinomio m x* + n x + p. 



* Ya sabemos qne nna expresión se dice que es máxima cuando 
sobrepasa á los valores anteriores y posteriores correspondientes á 
X, j mínima en el caso contrario. 
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Supongamos primeramente á m positiyo j pongamos^ 

y=5mx* + nx + p 
de donde 

-J^==2mx + n; .^^ = 2mx 
dx dx* 

igualando á cero el primer coeficiente diferencial y dei^p^ 
jando á x, se tiene: 



x = - "" 



2m 



como m > O el segundo coeficiente es positivo y de con- 
siguiente, hay un mínimo para y, correspondiente á 



x = - ^ 



2m 



6 sea: 



m n* n* , n* 

y = -:r::ni ¡tti- + P = P 



4 m' 2 m -^ *- 4 j^» 

2^ Si m < O, el segundo coeficiente es negativo y por lo- 
mismo habrá un máximo correspondiente á 



n 



X = 



2 m 
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que se obtiene fácilmente. 

Los anteriores resultados los hemos encontrado en la 
Geometría Analítica cuando buscamos el valor máximo de 



=: ± — I — J— m X* + n X + p 
2 A ^ 



y el mínimo de 



2^ 



y=s ± 



2 A 



.^ m X* + n X + p. 



Cuando son ImaginariftS las raíces del trinomio. 

Es evidente que tanto el máximo como el mínimo de las 
anteriores expresiones, no cambiarán si prescindimos de 
los radicales y del factor -^V- Puede hacerse extensiva 
esta observación á otro caso, lo cual abrevia la investiga- 
ció de los máximoB y mínimos. 

6. Teorema de Fermat. 

¿Qué recta debe seguir un punto luminoso para ir de A. 
á B, en el menor tiempo posible? 

Supongamos (Fig. 9), C D sea la línea de separación de 
los medios en que la luz se propaga refractándose y M N 
la normal á C y D. LUamemos a y b las velocidades del 
punto luminoso en los dos medios. 




D 



B 



Fignra 9 

El camino recorrido por el punto laTñinoso con movi- 
miento uniforme es A M B, compuesto de A M y M B, 
por lo que tendremos, según la fórmula del movimiento 
uniforme, que es, e = v t. 
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^ ir" + ~b acosa + b^^iT"'*" ^^ 

poniendo por A M y B M sus valores, siendo p = A C, 
q=B D, a == A M N, ángulo de incidencia y yS = N' M B, 
ángulo de refracción. 
Además 

C D = r = p tang a + q tang fi .... (2) 

pero haciendo d T •*= o, que es la primera diferencial, 
y diferenciando (1) y (2), resulta: 

p sen a. i a , q sen B. d B _ 
a eos * a b eos * B 

P d« I qd /? ^0 
eos* a cos"/í ' 

se deduce de las anteriores ecuaciones 

á a ^ a q eos* a sen /3 ^ ja q eos' a 

áfi p sen abcos» /3 ' d fi p eos' fi 



de donde, 



a sen /S ^ 



bsen ct 



ó bien 



iST^ b~ (^ 



Luego: Za relación de los senos de los ángulos de inci- 
dencia y de refracdón es constante. Cambia esta rela- 
ción ó índice de refracción con el medio refrigente. 

Si en la ecuación anterior 

i?5_fl = seM ^ * constante(H) 
a b 
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Suponemos a » b, la velocidad de los rayos siendo la 
misma no se yerifíca la refracción; pero colocándose una 
superficie reñejante, donde antes se refractaban los rayos> 
es decir, en la superficie de separación de los medios, ha- 
brá refiexión y entonces se tendrá: ^ 



sen a = sen fi 



6 



a^ fi 



(Fig. 10), luego el ángulo de incidencia es igual al de re- 
fracción. Una de las leyes de Descartes acerca de la re* 
flexión. 




Siendo la ecuación de los óvalos de Descartes 



^ ^ — ^ = y • . . • constante (M)* 



a 



gozarán los puntos de las curvas representadas por la an 
terior ecuación de la propiedad expresada por (H). 
Si suponemos que a=b=íl en [M] nos queda: 

u + v = y 

ecuación de la elipse. 

Luego en la elipse son iguales los ángulos ar y /?, que la 
normal D M forma con los radios rectores, trazados al pun- 

* Geometría Analítica (pág. 29). 
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to M. Ya se comprende que 8 T es la recta que en el caso 
de la (Fig. 10) es B D, y M D la normal KO. 




6. Determinar el cono de menor volumen inscrito á una 
esfera. 
Sea (Fig 12), A C B el cono inscrito á la esfera, se tiene 

V = i^AQ«CQ = Í7rx'*y 

los triángulos semejantes A Q C y C O N, dan; 



porque 



BTCsr Vy*-3ry 



puesto que es N C media proporcional entre C Q y C E. 
De la igualdad anterior se deduce, obtiene: 



x = 



ry 



Vy (y-2 r) 



substituyendo en la expresión del vohnnen, queda: 



y»— 2 r y 



y— 2 r 




av 

dy 



d'Y 
dy« 



= i«r» 



- * * [ (y-2 r) 2 r» y-r» y' ] 

~ * * F=3iír^' 

' (y— 2 r) » 

( (y— 2 r)* (2y— 4 r) — (y'— 4 r y) 2 (y-2 r ) 

(y-2r)* 



= 1 «r» 



( y— 2 r) » 



si el primer coeficiente lo hacemos igual con cero, resalta: 

y = 4r 
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sustituido este valor en el segundo coeficiente da un re- 
tsultado positivo, luego existe un mínimo: el valor de y 
sustituido en el de x, da: 



X =ri/ 2 

y los valores de x y de y sustituidos en la expresión del 
volumen, dan: 

y = t^r« 

lo que manifiesta que el volumen del cono pedido es el do- 
ble de la superficie de la esfera. 

Circunscribir en un círculo un triángulo de mínima su- 
perficie. 

Debe obtenerse un triángulo equilátero. 

7. Construir la curva representada por la ecuación 

y* = X* — X*. [1] 

V 

despejando á y, queda: 

y = ± Vx». (1— x^) 

como para un valor de x, positivo 6 negativo menor que 
uno, resultan dos para y, iguales y de signos contrarios, se 
infiere que la curva es simétrica respecto del eje de las x. 

Para un valor de x>l resultan los valores de y imagi- 
narios, luego la curva es cerrada y limitada y no se ex- 
tiende en el sentido de las abscisas (Fig. 13) más allá de 
los puntos A y B que corresponden á más uno y menos 
uno. Pasa por el origen porque la ecuación (1) se verifica 
por x=0 é y=0. 

El primer coeficiente diferencial de la ecuación (1), es: 

dy X— 2x» ^ 1— 2x» 



dx Vx*(l— X*) Vi—: 



a 



En el origen el coeficiente diferencial se reduce á ± 1, 
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luego en este punto las tangentes á la curva son bisectri- 
ces de los ángulos que forman los ejes. 



B 




Figataíd 

el segundo coeficiente diferencial es 



— X 



-. Vi—X* XX4 X— (1— 2 xn - y '^ 
d]y _^, ^ y" 1— X» 

dx* 1— X* 



_ ^ -4x (1— xQ + (1-2 x')x 



d'y_ 
dx»"" 



2 X»— 8 X 



^^ x(2x'— 8) 

l/(l— x»/ ■**"i/(l— x«/ 



Nos bastará, con lo dicho anteriormente, considerar el 
signo superior del 2° coeficiente; como éste coeficiente, pa- 
ra valores de x entre cero y uno, resulta negativo, se in- 
* fiere que la porción de la curva o N A es concava hacia 
el eje de las x. 
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Igualando á cero el primer coeficiente diferencial re- 
sulta 

1— 2x« = 6 x=±ii/"2=±0.7 

fii enstituimos el valor de x en el segundo coeficiente di- 
ferencial, éste resulta negativo; se Jnfiere que existe una 
ordenada máxima para x=»±^ i/2, que se determina lle- 
vando á la ecuación (1) este valor de x. 
Hecha la sustitución queda 

La curva, teniendo en cuenta la simetría de sus puntos 
estará representada por la (Fig. 13). 



PIgina 48. 



Determinar la área del círculo, representado por 



y = i/r^— X* 
La fórmula para la determinación de las áreas es 



S= /ydx 



sustituyendo el anterior valor de y nos queda 



= /*v^r»-xl 



dx 



aplicando la fórmula, de la integración por partes 



/udv=u V— /vdu 



-resulta haciendo u-^^/r"— x*;, d v— dx, y diferenciando 
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resnlta 



J v9^:^.dx = ví'^F.x + y ^¿ 



dx 



Vr' — x 
por otra paxte 

multiplicando y dividiendo 

/vr»— x».d X , 



.... (1) 



(2) 



por ^/ r«— X* 

Si sumamos (1) y (3), resulta: 



6 S=yv?=Fdx 



«= i Vr*— X*. X + i r* are sen vera == -?-. + O. 

r 

suponiendo que la área se cuenta desde el origen, GM) y 
tendremos: 



S = f l/r'— x'.x + ir*arc sen vers « 

r 

si se supone ^ ¿^s r 

se obtiene 
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S ^ 



para la cuarta parte de la área del círculo y para todo el 
círculo 

S == ?r r*. 



PIgina 60. 

Calcular la área del lemniscato representado por 

y» = x' — X* 
sustituyendo el valor positivo de y en la expresión 

S=/ydx 

resulta: 



S 



= J (1 — X») xdx 



nos queda, valiéndonos de una variable auxiliar (pág. 42) 

S = -i. f (1-x-)» +C = -í (1-x*)* + C 

para determinar la constante, hagamos sucesivamente x, 
cero y uno, y restamos del segundo resultado el primero, 
con lo que se hallará C=i. El valor uno es el que corres- 
ponde á la mayor abscisa. Obtendremos para la área: 



S = 



_ l_(l_x«)* 
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'Pagina 62. 

Rectificar el arco de la parábola semicúbica 

y" = a x' 
substituyendo el valor d y', en 



= y(dx» + dy«)* 



que es: 

dy*a=sfaxdx" 
esulta: 



= T(dx» + f axdx»)*-y(l+fax)*dx.... (1) 



haciendo 



9ax 
1 + —2 u, 



4 
re obtiene: 



-7 — dx = du 6 dx= Q ■. d u 



substituyendo en [1]^ queda: 



4 r 4 8 t 



8 I 



zs — r= — u + o 
37a 



y poniendo por u su valor, se obtiene: 



8 / 9ax V . ^ 
" = -37T\l+-4-/ +C 
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Contando la integral desde el origen 

8 



C = - 



27a ' 



por lo qne 



_ 8 / 9 \* _8_ 

^- 27a V^''" 4 */ ~ 27 * 

Luego para integrar la expresión, (1) en que el fector 
que está fuera del paréntesis, es la diferencial del que es- 
tá dentro con diferencia de constante y signo, puede apli- 
carse la siguiente regla: avméntanse en una unidad él 
eoaponente del binomio y divida^ éste por el producto del 
exponente aú aumerUado muMiplicado por elde la ToriOr 
ble interior y por su coeficiente. 



PJÍGINA 53. 

Calcular la superficie del elipsoide prolongado, ^s de- 
cir, del sólido producido por la elipse que gira al rededor 
de su eje printipaL 

Tenemos: 

b , .i 

y=db-^(a«-x*) 

substituyendo este valor en 

S = 3^ ry(dx* + dy«/ 
y poniendo por d y* y por y ana ralozes resulta: 
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ó bien, por últimoi poniendo por c» a e, se obtiene: 

S«2 ;rby (l--J-x») d x. 

No tendríamos más que hacer el desarrollo del binomio 
' é integrar cada uno de los términos por la regla de la (Pá- 
gina 89) y tc»niur la integral entre ios límites + a y — a, 
obteniéndose por último: 

ul^ e' 3e^ 

= 4irab^l~.^-3---2-4-^ 

3e« \ 

^ 2.4.6.7 •••• / 

para superficie de todo el elipsoide. 

DiVEBSAS ATTXILIAIIES. 

1. Por el método de los límites se determina la auxi- 
liar de un arco de curva planay de la siguiente manera: 

Sea O Q la abcisa del punto T [Fig. 14], que incrementa- 
mos en A X = Q B, taracemos T L paralela al eje de las 
X, y la cuerda T N, se tiene: 



S 



TN= VAx» +NL«.... [1] 
pero N Jj = f (aih Ax) — f <x) 

f 
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representado por A, B, C, etc., los coeficientes de las di- 
versas potencias de A x, y substituyendo en [1] el valor 
de N L*, queda: 



T N = ! A x»+F* (x) A x'+A A x»+B A x* + ..•. 
5 -Ti = J 1 + F»(x) + AAx + BAx^ + .... 



Ax 



pasando al límite; llamando z al arco T N y cambiando la 
notación, resulta: 



d X "^ ^ ^ d X» 



ó dz 



= J dx» + 



dy» 




G 



T : 




G Q 

Figoralá 



R 



2. La auxiliar de la área de una curva plana se ob- 
tiene por el método de los límites del siguiente m^do) 

Incrementando, [Fig. 14] la abcisa O Q en A x = Q R, 
a área G K T Q, se incrementará enTQR]S' = AS, y 
9i consideramos que la relación entre un arco y su cuerda, 
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en el caso del límite, es la unidad,^ 6 son Iguales ambas 
magnitudes, también podremos afirmar que la relación 
entre el trapecio mixtilínfeo Q T N R y el rectilíneo Q T 
N B, será la unidad en el caso del límite, ó se podrá to- 
mar el primero por el segundo; pero éste tiene por área 

A S = i (y + y + F (X) -^ + F" (x) xf +....) Ax 
dividiendo por A x, y pasando al límite, nos resulta: 



T A S ^ -I « 1 

L. ^^ g=y o dS = ydx. 



3. La auxiliar de una superficie de revolumon la en- 
contramos por el Tnétodo de los límites adoptando la si- 
guiente marcha: 

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, se puede 
suponer, que en el caso dej límite, la área engendrada por 
el trapecio mixtilíneo (Fig. 14) y la producida por el recti- 
líneo girando ambas al rededor del eje de las x, tienen por 
límite la unidad, y en consecuencia se podrá tomar por la 
primera la segunda, que tiene por expresión 



^ Se sabe por la trigonometría que 



limite de — '■ = 1 

sen a 



en el caso de a ss O 



2 a 

ó bien limite de -— = 1 

2 sen a 



es decir, relación límite entre el arco 2 a y la cuerda 2 sen a igual 
i, la unidad. 
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Oamando z la one^da TN, que reemplaza á el axco T N. 
Pasando al limite, haciendo A x = O, resalta: 

L.AS = 2íry. Az 



ó dS=a:2jrydz«8;ry V d xf + d y' . 



poniendo por d z, su valor. 

4. £a auxiliar de un volwmen de revolución la encon- 
tramos por el método de los limites de la siguiente ma- 
nera: 

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente y suponien- 
do, como antes, que giren al rededor del eje de las x los 
trapecios mencionados, tendremos para el volumen pro- 
ducido por el rectilíneo Q T N R [Fig. 14] 



v-*r^ yH^ (y + ^F (x>+ A^p,(x)+....) 



AV- 



+ ^y(y + 4^F(x)+-^^F'(x)+ ....) J 



V X 



pasando al límite nos queda: 

L-^-|- = ^y^ ó dV = ;ry»dx. 

Escolio. Por lo expuesto se comprenderá que la base de 
que partimos para determinar las diversas auxiliares, no 
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es otra que la de suponer que en el caso del limite: la re- 
loGioii efUr0 el a¿roQ y la cuerda es la unidady y puede, 
eu consecueacia,, tomarse la cuerda por el arco« Es preci- 
samente lo que hacemos en la geometría elemental para 
rectificar la circunferencia, ó hallar la superficie del círcu- 
lo. Es la consideración que hemos hecho, empleando el 
método de los infinitamente pequeños, en las nociones de 
cálculo Infinitesimal, para rectificar un arco, determinar 
una área, etc. 

La solidaridad, la uniformidad de la ciencia geométri- 
ca, en todas sus partes es inconcusa, como en las grandes 
y pequeñas creaciones, la naturaleza es semejante á sí mis- 
ma. El método de las infinitamente pequeños y el de los 
límites se confunden en el fondo y se distinguen en la for- 
ma, ó sea en el mecanismo de las operaciones de cálculo. 

Isaac Newtoi^ y Godofredo Guillermo Leibniz, grandes 
genios científicos, el uno creador del método de los lími- 
tes y el otro de los infinitamente pequeños, sintetizaron 
las ideas del momento histórico en que existieron, aprove- 
chando el trabajo colectivo de sus contemporáneos; pero 
estas ideas eran unas mismas, las correspondientes á la 
época científica del siglo XYIII. La Sociedad Real de 
Londres^ fué injusta con Leibniz, á quien calificó de pla- 



* La Universidad de Pisa fué también enemiga del céle- 
bre Galileo, creador de la dinámica. Sostenían los univer- 
sitarios, con Aristóteles á la cabeza, que, dos cuerpos de 
la misma materia^ pero de pesos diferentes cayendo de la 
misma altura^ él más pesado llega primero a la tierra^ 
con una velocidad proporcional á su peso; así es que, un 
cuerpo de diez kilogramos, debe descender con una velo- 
cidad diez veces mayor» que otro que pese un kilógramo- 
J llegar á la tierra en la décima parte del tiempo emplea- 
por el cuerpo que pesa un kilogramo. 

Galileo, observador concienzudo é inteligente de la Na- 
turaleza, fundador del método experimental, para eviden- 
ciar el error de los peripatéticos mencionados, dejó caer 
desde la altura de la inclinada y artística torre de Pisa, 
cuerpos de pesos desiguales; que cayeron á la veZy produ- 
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giario de Newton; pero la posteridad ha dado "al César 
lo que es del César y á Dios loque es de Dios," declarao- 
do que el autor de ¿s fluxiones y el autor de los infinita- 
mente pequeños, por senderos distintos llegaron á un mis- 
mo fin. 

Fermant, notabilísimo matemático de Tolosa, empren- 
dió el mismo trabajo de los filósofos citados, siguiendo á 
Descartes, el Newton francés; pero no profundizó sus es- 
tudios, y dejó escapar de sus manos la gloria del gran des- 
cubrimiento del cálculo diferencial. 

DiFEBENCIALES BINÓMIAS. 

Las diferenciales binomias, se presentan con bastante 
frecuencia en los cálculos, y vamos á determinar las con- 
diciones de integrabilidad de estas expresiones, cuya for- 
ma comunmente es la siguiente: 



dy = X" (a + b x") *dx (1) 

m y n son enteros y n además positivo. 



ciendo un ruido al llegar d la tierra^ ruido que servía 
para marcar la duración de la caída. 
^ La experiencia no podía ser más concluyente y contra- 
ria á las aseveraciones anteriores. Motivo por el cual, los 
miembros de la Universidad declararon la guerra al sabio 
florentino, guerra de escuela á escuela, guerra secundada 
más tarde por la Inquisición, tribunal anticientífico, con 
motivo de la rotación de la tierra al rededor del Sol, cen- 
tro de nuestro sistema planetario, rotación que nadie pone 
hoy en duda, que todos repetimos "E i)our se move." 

Gralileo, lo mismo que Leibniz, ha sido absuelto por sus 
pósteros; absuelto "post mortem," pero ha sido absuelto. 

He aquí los capítiios de condenación contra sus adver- 
sarios ae Pisa, contra la escuela escolástica de la edad me- 
dia, suscritos por la filosofía científica. 

1*. Todos los cuerpos caen en el vacío con igual velo- 
cidad. 

2*. Los espacios recorridos por un cuerpo que parte 
del estado de reposo^ son proporcionales a los cuadrados 
de los tiempos empleados en recorrerlos. 

3*. La velocidad adquirida por un cuerpo que cae en el 
vacío es proporcional al tiempo empleado en su descenso. 
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Si f aeren m y n fraccionarios, por medio de una varia- 
ble auxiliar cuyo exponente fuera igual al menor múlti- 
plo de los denominadores obtendríamos una expresión se- 
mejante á (1), si n fuese negativo empleando una variable 
auxiliar recíproca de x, conseguiríamos igualmente redu- 
cir el caso al anterior, así como si se nos presentara en los 
dos términos del binomio la variable, fácilmente la podría- 
mos dejar en uno solo. *" 

Si hacemos en (1) 

a + b X" = u« 
se obtiene: 



^^ — a 

x*" = — r — 



( u^— a \4- 
b I 



X™ 



(u^— a \t" 



sustituyendo estos resultados en (1), queda: 

m+1 _t 

. q (:^lz±\ir p+q-1;, 

dy=— ^^ b / ^^^^ d^- 

luego si 

m + 1 



n 



da un número entero la expresión (1), será integrable, por- 
que sus términos serán de la forma c x*" d x, en consecuen- 
cia: cuando él exponente de la variable exterior en la ex- 
presión (1) aumentado en una unidad es exactamente di- 

8 
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msíMe por el ea^ponente de la variable interior^ será in. 
tegrahle la diferencial binomia. 

Si en la expresión (1) sacamos á x" faera del paréntesis, 
nos queda: 

dy = x-+ * /-^ + bj dx 



= x"+"^ I a X"* + b I d X 



í a X- + b j 



que será integrable, teniendo en euenta lo antmor, cuando 






sea un número entero, 6 bien: se podra integrar una di- 
ferencial binomia^ cuando el eosponente de la variable ex- 
terior aumentado en una unidad y dividido por el ex- 
pórtente de la variable interior al paréntesis^ di una can" 
tidad que sumada con el capónente del binomio produzca 
un número entero. 

Aclaremos lo expuesto resolviendo los siguientes ejer- 
cicios. 

1^ Integi'ar la expresión: 

y = 5yx»ía + bx* j dx....(A) 



en virtud de la primera de las dos reglas anteriores será 
integrable la diferencial dada; haciendo: 

a + b X* = u* 
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tendremos: 



u*— a \i 



-(^) 



=A^^f' 



n»_a \i dx = j-^ -_du 



sustituyendo en (A), queda: 



o 






é integrando y poniendo por u su valor, resulta: 

^ ^ (a+bx')* (a'+bx»)i . ^ 

2". Int^reioos: 



=/x'(r»— x")"* dx..., 



(B) 



haciendo 

r* — x» = u» 
resulta 

x = (r»— u')*; x» = (r»— u")^ 



dx3= — (r»— u»)"* udu 
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sustituyendo en (B), queda: 



- — y r» du +y u* du=-^ — i»u+C 



= <'^*~^*) r«(r»— x*)* + C 

Ó bien 

y « — i (2 r» + x') (r» — X»)* + C 
^, Integrar la expresión diferencial 

=:x^(-¿5--l)"*dx....(C) 

será exactamente integrable, según la primera regla que 
hemos dado. La segunda regla puede reducirse á la pri- 
mera, como en el ejemplo por resolver, sacando á x*, fue- 
ra del paréntesis. \ 
Hagamos: 

— ^— l = u' ó x~' — l = u*; x—» = l+u» 



X» 



de donde: 

— x*dx = udu 
multiplicando las dos últimas igualdades, tendremos: 

— X-» dx = (l + u')udu 
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sustituyendo este último valor y — -j" — 1, en C, queda: 



d y = = (1+u*) u u-i du « — (1 +u*) du 



integrando, resulta: 



y« — u — iu» + C 



poniendo por u, su valor 



H-ér-.f 



resulta: 



, = _(J._.)'_»(J._x)»+a 



6 y = 



= -(^-if[x+i(^-x)]H.a 



1— X» \i 



= - (-^|^)vií^ + c. 

4^ Como último ejercicio, determinemos la Integral de 
z = ^/(p« + y«)*dy....(l) 



que nos dará el arco rectificado de una parábola común. 
Integrado por partes, valiéndonos de la fórmula 



4« 



/ud v»u V — /rdu 



tendremos: 



=4-y(p-frt*y-yííte=.-« 



y si multiplicamos y dividimos (1), por 



(p' + y*)^. 



nos queda 



P «^ Vp" + y" P ^ Vd'^-v* 



(3) 



sumando <-2) y (8), «e obtiene: 



z 



- (y'+y *)^ + _i_ / P' , 
2i ^ 2p J (p' + y*)* 



pero 



fe/wy^ «^i^[y+(p'+y)*] 



s^gidn vkaos <Pág. 41). 
Luego 



z->yí|±2¿. + 2^ Log[y + (p- + y)*]+0. 
«i contattos ^-aroo desde ^origen, <7«« por lo qoe 
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. = _ZÍ|±£)L +^ l„g [ y + (p. + y.)*] . 

Procediendo como lo hemos hecho para integrar las di- 
ferenciales binomias, hemos evitado el empleo de fórmu- 
las más 6 menos complicadas y difíciles de retener en la 
memoria, como las que aplican varios autores de Cálculo. 



ÍÍ^DTOE. 



Paga. 

Derivada de una suma algebraica de funciones 1 

,, ,, un producto 3 

,, 55,1 cociente 4 

,, ,, una potencia 5 

,, ,, un radical 6 

, , ,, una función exponencial 6 

,, ,, una función logarítmica 7 

P^órmula de Mac Laurin 8 

, , , , Newton, deducida de la de Mac Laurin 9 

Determinación de la constante A, en la expresión 

A^ = Aa« 10 

dx 

Concavidad y convexidad de las curvas 12 

Aplicación de la cuestión anterior 16 

Puntos de inflexión y ejercicio 16 

Máximos y Mínimos; su teoría 18 

Regla general para deteiminar los máximos y míni- 
mos 20 

Ejercicios 20, 21 

Teorema de Fermant • 23 

Determinar el cono de menor volumen inscrito á una 

esfera 26 

Construir la curva representada por 

y' == x' — X* 28 



